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Resumen: En esta comunicacion se discute como se puede explicar
la paradoja de Zenon “Aquiles y la tortuga” utilizando la suma de la
progresion geométrica decreciente infinita e implementarla en el proceso
educativo de la escuela media.
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Abstract: It is discussed in this communication, how one can provide an
explanation of the Zeno’s paradox “Achilles and the tortoise” using the
sum of infinitely decreasing geometric progression and implement it in
the educational process in the middle school.

middle school education

1. Introduccion

A mediados del siglo IV aC, el filésofo griego
Zen6n de Elea formuld una serie de paradojas
sobre los conceptos de movimiento, universo
y multiplicidad, que han sobrevivido debido a
las obras de Aristoteles y son ahora conocidos
Como las “paradojas de Zendn”. La paradoja
mas conocida se llama “Aquiles y la tortuga”
(Aprototéing, 350 aC):

“En una carrera, el corredor mas rapido
(Aquiles) nunca puede adelantar a la mas
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lenta (la tortuga), ya que el perseguidor debe
alcanzar primero el punto de donde comenzé
el perseguido, de modo que el mas lento debe
llevar siempre una ventaja”.

Varias publicaciones sobre los aspectos
fisicos, filosoéficos y matematicos de la cuestion se
dedicaron a esta paradoja (Black, 1951; Donnan,
1944; Jones, 1946; Hinton & Martin, 1954; Lee,
1965; Misra & Sudarshan, 1977; Papa-Grimaldi,
1996; Thomas, 1952).
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Sin embargo, las explicaciones matematicas
de esta paradoja que puede encontrarse en la
mayoria de los articulos, libros de texto y sitios
web de Internet pueden no ser suficientemente
claras. Exempli gratia, asi es como se ve una
explicacion tipica (Thomas, 2000):

(13

las distancias que Aquiles tiene que
recorrer, primero 10 m hasta T, luego I m
hasta T , luego 0,1 m hasta T, etc., podemos
escribirla como una suma de una serie
geométrica:

10+1+0.1+...+10e™+ .

...como la distancia que viaja Aquiles para
atrapar la tortuga es la suma de una serie
geométrica donde el multiplicador es menor
que uno ..., sabemos que la distancia es finita
(e igual a 11.11m) a medida que la serie
converge “.

En realidad, esta explicacion utiliza la
progresion geométrica decreciente infinita pero
solo dice que la suma de esta progresion es finita
porque “la serie converge” y se refiere al criterio
de convergencia de series infinitas propuesto por
el matematico francés Augistin-Loren Cauchy
(Cauchy, 1821). Requiere conocimiento de los
fundamentos de la matematica superior para
entender estas explicaciones. En este sentido, la
introduccion de la paradoja “Aquiles y la tortuga”
a los jovenes (al menos a nivel cualitativo) tiene
lugar mucho antes de entrar en las instituciones de
educacidn superior y, por lo tanto, para muchos de
ellos esta paradoja sigue sin resolverse. Por otra
parte, la mayoria de los autores asumen para el
proposito de la conveniencia que Aquiles corre
exactamente 10 veces mas rapidamente que la
tortuga, pero esta suposiciéon en general no es
necesaria.

Se discute en esta comunicacion, cOmo se
puede proporcionar una explicacion matematica
general de esta paradoja en términos del curso de
algebra en la novena forma de la escuela media,

y como este ejemplo podria ser incorporado en la
leccion de algebra de la escuela. En primer lugar,
un profesor introduce una clase con la progresion
geométrica infinita, sus términos y su razén que
es menor que la unidad, y establece que la suma
de todos los términos de la progresion es finita y
puede calcularse de acuerdo con la ecuacion:

primer término

suma de progresion =

. (1
1 —razon

Entonces un profesor introduce una clase con
la paradoja de «Aquiles y la tortuga» y pide a los
alumnos que la resuelvan. Finalmente, se podria
presentar la solucion. Segun las condiciones, sea
s, una pierna que Achilles da a la tortuga (una
distancia entre los corredores en el momento inicial
del tiempo ¢,); k es la relacion de la velocidad de
Aquiles con la velocidad de la tortuga.. Sea v la
velocidad constante del movimiento de la tortuga,
y en consecuencia, la velocidad constante del
movimiento de Aquiles seria igual a k-v (ver
Figura 1).

Que Aquiles llegue al punto, donde la tortuga
estaba en 7, en el momento del tempo ¢,. Durante
el periodo de tiempo de 7, a #,, Aquiles cubre la

distancia s, y la tortuga cubre la distancia igual
a S—O. En el momento ¢ la distancia entre los
corredores es igual a §, = S—O, y la distancia total
cubierta por Aquiles es igual a s .

Que Aquiles llegue al punto, donde la tortuga
estaba en 7, en el momento del tempo ¢,. Durante
el periodo de tiempo de ¢, a ,, Aquiles cubre la
distancia s, y la tortuga cubre la distancia igual a
S;‘: % En el momento ¢, la distancia entre los
corredores es igual a s, = Z—g, y la distancia total
cubierta por Aquiles es igual a s, + 5.

Que Aquiles llegue al punto, donde la tortuga

estaba en 7, en el momento del tempo #,. Durante
el periodo de tiempo de ¢, a 7, Aquiles cubre la
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Figura 1. La carrera de Aquiles contra la tortuga.

distancia s,, y la tortuga cubre la distancia igual a

S, Sy

kK . s . .

corredores es igual a s; =—=, y la distancia total
k

. En el momento t la distancia entre los

cubierta por Aquiles es igual a s, + s +s.,.

Las mismas deducciones pueden repetirse
cualquier numero de veces, y generalizadas de
la siguiente manera: que Aquiles llegue al punto,

donde la tortuga estaba en ¢ _, en el momento del

tempo ¢ . Durante el periodo de tiempo de ¢ at,
Aquiles cubre la distancia s, |, y la tortuga cubre
. .. s s
la distancia igual a = =—_En el momento 7 la
. . : S,
distancia entre los corredores es igual a s, = R y
la distancia total cubierta por Aquiles es igual a s
TS Fs, TS

La secuencia de numeros s, s, S,, S5, ...,

s » S, que determina las distancias entre los

n-1°
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corredores en los momentos de tiempo ¢, ¢, £,, £,,

1 .t ,eslaprogresion geométrica decreciente
o : o 1
infinita con el primer término s, y la razon P La

distancia total cubierta por Aquiles en el tiempo 7,
estd determinada por la suma de todos los términos
previos de la progresion. La Figura 1 demuestra
claramente esto. Segtn las deducciones de Zenon,
Aquiles nunca adelanta a la tortuga, mientras que
el nimero de términos # es infinitamente grande,
y en cada uno de los momentos la distancia entre
los corredores es finito y diferente de cero. Sin
embargo, la solucion de esta paradoja es que la
suma de todos los términos de una progresion
geométrica decreciente infinita no es el infinito,
sino el valor finito. Exactamente este valor
determina la distancia total cubierta por Aquiles
en el momento del tiempo en que al fin adelanta
la tortuga, y podria calcularse de acuerdo con la
ecuacion (1):

1-— k—l (2)

Con el fin de verificar la correccion del
resultado obtenido de acuerdo con la féormula para
la suma de la progresion geométrica decreciente
infinita, se puede implementar el modelo fisico
del proceso. Que Aquiles llegue a la tortuga en
el momento del tiempo ¢. La distancia recorrida
por la tortuga durante el periodo de tiempo de ¢,
a tesigual a v-(t—1,), y la distancia recorrida
por Aquiles es igual a k-v-(t—7,). Segin la
condicion, la diferencia en las distancias cubierta
por los corredores, es exactamente igual a la pierna
que fue dado por Aquiles a la tortuga en el inicio,
s, Entonces:

kev-(t—t))=s,+v-(t—1,), (3)

de lo que sigue que

Co(k=1)y 4)

Entonces la distancia cubierta por la tortuga

en el momento del tiempo ¢ es igual a
So %

v.(k—l)-v_k—1° y la distancia cubierta por

Aquiles en el mismo momento de tiempo es igual
So k
= SO .
Yc—l)-v k-1 '
valor calculado de acuerdo con la ecuacion (2).

a k-v-

, que coincide con el

El uso de ejemplos vivos y memorables en las
lecciones de matematicas de la escuela promueve
la mejor comprension y memorizacion del material
por los alumnos (Egan, 1992; Rowland, 2008; Van
de Walle, Karp & Williams, 2007). La ilustracién
de la aplicabilidad de la férmula para la suma de
la progresion geométrica decreciente infinita en el
curso de algebra de la escuela media con la ayuda
de la paradoja de “Aquiles y la tortuga” no so6lo
ayuda a los alumnos a memorizar esta formula mas
facil, sino también les da una clara explicacion de
una de las paradojas mas conocidas.
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