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Resumen: El célculo diferencial ha tenido diversas dificultades en el
entendimiento de sus diversos conceptos, en especial en el tema de la
derivada, donde se ha registrado que los estudiantes desarrollan una
asimilacion de tipo algoritmico y mecénico en la aplicacion de sus reglas
de derivacion, despreciando la construccion grafica y visual, la cual es
importante para un desarrollo optimo del saber mencionado. Por lo
anterior se implemento la metodologia de ingenieria didactica en el tema
de la derivada, con el fin de sentar bases de tipo epistémico y documental
para conocer cudles son las situaciones que generalmente se presenta
entorno a la ensefanza de este saber, en base a lo anterior se aplico
una prueba de conocimiento para identificar el grado de comprension
adquirido por los docentes en formacién de programa académico
de Licenciatura en Matematica de la Universidad Francisco de Paula
Santander, a fin de establecer lineamiento para la estructuracion de unas
secuencias didacticas que fomento un aprendizaje optimo de la derivada
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Comprension de la derivada apoyada en la ingenieria didactica como método de investigacion
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Abstract:Differential calculushashad variousdifficultiesinunderstanding
its various concepts, especially in the topic of the derivative, where it
has been recorded that students develop an algorithmic and mechanical
assimilation in the application of their derivation rules, neglecting the
graphic and visual construction, which is important for an optimal
development of the mentioned knowledge. For this reason, the didactic
engineering methodology in the derivative theme was implemented, in
order to lay foundations of an epistemic and documentary type to know
what are the situations that generally arise around the teaching of this
knowledge, based on the Previous, a knowledge test was applied to
identify the degree of understanding acquired by the teachers in training
of the academic program of Bachelor of Mathematics at the Francisco
de Paula Santander University, in order to establish guidelines for the
structuring of didactic sequences that promote learning. optimal of the

derivative.

Introduccion

En ocasiones se han presentado dificultades en
la comprension diversos conceptos relacionados a
las matematicas universitarias, especialmente en
la asignatura de Calculo Diferencial tal como se
muestra en la investigacion de Hernandez-Suarez,
Prada-Nufiez & Ramirez-Leal (2017), ocasionado
por una mala orientacion por parte de la ensefianza
queindirectamente promueve el dominio de procesos
algebraicos, restringiendo la comprension y por ende
llevando una mala formacion en el aprendizaje y la
apropiacion de las temadticas estudiadas (Retana,
2013); (Pinto y Parraguez, 2015); (Gallo, Manrique
y Prada, 2017). Tall (1993) expone que existen
falencias en el aprendizaje del calculo en cuanto a
su representacion visual, habiendo preferencia la
manipulacion numérica y simbolica; sin relacionarlo
a la resolucion de problemas.

En esta perspectiva Hitt (2003) sostiene
la necesidad de la visualizacion matematica
conectandola con diferentes representaciones
en el aprendizaje del célculo ya que al realizar

manipulaciones meramente algebraicas se aborda
ineficientemente la comprension, limitando el
significado de las nociones matemadticas que se
buscan desarrollar. Lo anterior se relaciona a lo
afirmado por Duval (2006)

. solo en matematicas donde se requiere un
amplio y complejo juego de transformacion de
representaciones para pensar y también porque un
enfoque dualista de la actividad matematica conduce
a negar su importancia cognitiva. De hecho, la
comprension conceptual surge de la coordinacion
de los diversos sistemas semioticos usados, y darse
cuenta de la forma especifica de representar para
cada sistema semidtico es condicion cognitiva para
la comprension. (p.166)

Dentro de ese orden de ideas la derivada es
un tema impartido al final la asignatura de calculo
diferencial que no es ajena a la anterior premisa,
presentando dificultades en la inteleccion de los
conceptos relacionados a esta, siendo un indicador
susceptible de investigacion que ha encaminado al
desarrollo diferentes trabajos enfocados a identificar
y potenciar una mejor comprension de la derivada
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de una funcion. Park (2013) después de orientar una
unidad en la formacion en este concepto, identificd
las concepciones presentadas por los estudiantes,
determinando que no se construian en su totalidad,
construyendo ideas diferentes de la derivada de una
funcion general y particular (teniendo una mejor
asimilaciéon en esta), sin relacionar las nociones
de derivada y pendiente. Ruiz, Gutiérrez, y Garay
(2018) con el objetivo visualizar escenarios de
conceptos adjuntos a la derivada por parte de los
educandos, se impartieron una metodologia de
ensefnanza mediante el uso de dispositivos moviles,
obteniendo un avance significativo en cuanto a la
conceptualizacion de razon de cambio, advirtiendo
también que prima la asimilacion el concepto de
derivada como la resolucion operativa de ejercicios
sin relacionarlos a su respectivo entendimiento
geométrico utilizando la nocién de limite, similar
a las evidencias obtenidas por Bricefio, Hernandez
y Espino (2018) donde después de aplicar un
instrumento de tipo  geométrico-variacional
relacionado a la tematica de la derivada y enfocado
a determinar las ideas existentes por parte de los
estudiantes, se obtuvieron tendencias hacia una
asimilacion algebraica relacionada con la férmula
del limite y las reglas de derivacion, despreciando
su respectiva comprension grafica, teniendo también
nociones no complementarias de la tangente; como
recta que solo toca la funcion en un solo punto, Estas
afirmaciones resultan ser coincidentes con algunas
conclusiones provenientes de trabajos realizados
anteriormente por (Vrancken, Engler, y Miiller,
2010), (Rodriguez, 2015), (Gutiérrez, Buitrago y
Ariza , 2017), (Saraza y Prada, 2017).

Partiendo de lo anterior es necesario traer a
consideracion la importancia de fomentar una buena
aprehension de esta tematica desde una perspectiva
grafica como lo expone Weigand (2014) que plantea
que es esencial fomentar un buen entendimiento
del concepto de derivada que trascienda las reglas
sintacticas de derivacion y asi crear bases fuertes
para la continuacion de la linea del calculo y su
articulacion situacion con otras disciplinas. Esta

premisa encabeza el propdsito de este trabajo
de investigativo, que adopta la metodologia de
ingenieria didactica (explicada seguidamente), con
el fin fomentar una comprension de conceptos de la
derivada desde una perspectiva grafica, sin descuidar
su correspondiente asimilacion algebraica.

Materiales y métodos

La metodologia de investigacion es la
denominada ingenieria didéactica, Segiin Calderdon
y Corredor (2012) esta presenta una correlacion
entre un analisis epistémico y la implementacion
de un diseno didactico. Los autores afirman que
la particularidad esencial de este método de
investigacion es andlisis dado durante el disefio
las actividades (a priori) y el andlisis posterior a su
respectiva aplicacion (a posteriori). Artigue (1995)
la caracteriza como un método de “realizaciones
didécticas” que conlleva la construccion y ejecucion
de secuencias de ensefianza, para posteriormente
analizar los resultados encontrados, estableciendo
una serie de fases a seguir en el respectivo proceso.

1) Fase 1 Analisis preliminar

2) Fase 2 Concepcion y andlisis a priori de las
situaciones didacticas de la ingenieria

3) Fase 3 Experimentacion

4) Fase 4 Analisis a posteriori y evaluacion

En ese sentido la presente investigacion estd
encaminada a agotar cada una de las fases en
metodologia de ingenieria didactica, presentando en
este documento avances de las primeras tres, donde
se realiz6 en primer lugar un analisis epistémico
del desarrollo evolutivo del concepto de derivada,
en segundo lugar un andlisis a priori, a partir de un
rastreo de tipo documental derivado de un estado
del arte alrededor de la comprension del concepto de
derivada, enfocado a la identificacion de los aportes
realizados previamente por otros investigadores
en funcidén de las falencias o potencialidades que
continuamente se presentan en el momento de
orientar esta tematica. Y finalmente en base al
analisis epistemologico y el andlisis a priori se
estructuro y aplicé un instrumento que identificara
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las dificultades de aprendizaje en los conceptos adjuntos a la derivada. La poblacion sujeta a este trabajo
fueron 32 docentes en formacion, tomando una muestra de 5 estudiantes que cursaban la asignatura de
Calculo Diferencia, en el programa académico de licenciatura en matematicas de la Universidad Francisco
de Paula Santander (UFPS) durante el segundo semestre del afio 2018.

Resultados y analisis

1. Analisis preliminar

La transformacion del concepto de derivada, tuvo un proceso evolutivo en el cual fue promovido
por diferentes conceptos asociados, inicialmente con el problema del trazado de tangentes iniciada en la
antigua Grecia con problemas de tipo geométrico, y seguidamente la determinacion de maximos y minimos,
enunciada formalmente por Fermat, posteriormente Newton y Leibniz quienes llevan hasta su umbral el
calculo infinitesimal y por ende el concepto de derivada. Partiendo de lo anterior se presenta una descripcion
de las diversas etapas clave para la formacion del concepto de derivada a partir de los trabajos de (Pino,
Godino y Moll, 2011); (Vazquez y del Rincon, 1998) y (Pinto y Parraguez, 2015). Ver tabla |

Tabla 1. Origen epistemologico del concepto de derivada

Los mateméticos griegos fueron por primeros en considerar las primeras nociones anteriores
al concepto de dertvada, con el trazado de tangente expuesto en el libro IIT de los elementos
de Euclides; proposicion XVII, que plantea la situacién de trazar una recta tangente en
determinado punto de una curva (circulo), ya que en la matematica griega se desconocia un
método geométrico estandar para el trazado de tangentes, lo cual llevaba a considerarlas en
casos particulares. En esta proposicion se involucraban conceptos de circulo, rectas
perpendiculares, radio, segmento de rectar, ipualdad de angulos y tangente. Euclides enuncia
la recta tangente a un circulo como “s1 una recta es tangente a un circulos v se traza el radio
en el punto de contacto, este radio es perpendicular a la tangente™ Vera (1970) citado en ().
Asi mismo en los libros de Apolonio de Pergamo, se puede visualizar un estudio de las
tangentes v determinacion maximos v minimos en sesiones conicas.

320-260 AC

Hacia la edad media se consideraron estudios de variacion mediante apartados geométrico-
descriptivos, enfocados al entendimiento de problemas fisicos, relacionados al movimiento
en general y particular se un objeto gracias a Merton College y Oresme, en la denominada
regla de Merton que involucraba el grafico de la distancia recorrida a una aceleracion
uniforme. Los procedimientos desarrollados eran principalmente por la representacion de
casos particulares, las que eran sometfidas al analisis de situaciones representadas
geométricamente v presentando procedimientos argumentativos o visuales ya que no se tenian
meétodos de generare para problemas de variacion, desarrollando intuiciones prematuras de la
nocion limite.

Siglo XIV

Los trabajos de Oresme sobre el movimiento condujeron a Galileo a estudiar la composicion
vectorial del movimiento y describir la frayectoria de un proyectil representando su
movimiento a partir de un grafico donde se relaciona el desplazamiento y tiempo, instruyendo
ideas de trazado de tangente a distintas curvas. Asi mediante la argumentacion cinematica se
afianzan conceptos de la tangente en términos de la composicion de dos movimientos. Estos

Siglo XVI
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métodos de trazado de tangentes eran generalizados y extensivos sin considerar la parte
infinitesimal, evitando la determinacion de todas las velocidades.

En este punto se articula el algebra al estudio de problemas relacionados a la geometria y
ecuaciones de sistemas de coordenadas, dejando a un lado el estudio geométrico-descriptivo.
Descartes, por ejemplo, planteaba problemas geométricos como el de la tangente en
expresiones algebraicas, como sumétodo de circulos geométricos, la dificultad ante el analisis
y solucidn de problematicas a partir de ecuaciones algebraica y geometria analitica es que se
volvia tedioso y extensivo al expresar algunas curvas en términos algebraicos debido a los
grandes cdlculos. En esta época muchos matematicos trataban de dad una solucion general al
a la nocion de tangente.

Fermat y Barrow desarrollaron meétodos en la determinacion de la tangente y maximos y

minimos. Analizando la proximidad infinitesimal de la secante hacia la tangente,

construyendo asi las primeras ideas intuitivas de limites, derivadas a partir de apartados
Siglo XVII algebraicos, geométricos e infinitesimales.

Newton y Leibniz se les atribuye la invencion del cdleulo infinitesimal con algunas
consideraciones en sus metodos, por parte de Newton genero algoritmos para la determinacion
de maximos y minimos, tangentes y curvaturas, realizando una comprension con sentido
infinitesimal, igual a la presentada por Barrow y Fermat llevando la hacia una
conceptualizacion mecanica, relacionada al movimiento continuo, denominado configuracion
de fluxiones, siendo las variables x e y los movimiento de las fluxiones lo que cominmente
se conoce como la derivada. En ese sentido Leibniz presento un interés por desarrollar una
mejor claridad de los conceptos involucrados en la determinacion de maximos, minimos,
tangente v puntos de inflexion, presentando lo que conocemos como calculo diferencial, y
exponiendo algunas formulas de derivacion.

A partir de esta época se empiezan a sentar bases para la formalizacion de conceptos
relacionados al calculo infinitesimal a partir de conceptos funcion, limites (siendo primordial
Siglo XVIII para el_entendimiento, de la derivada) y deriw_idas desde una perspe:?tiva, mas formal,
on adelante predommando un cardcter .mayormente glgehralco y en ocasiones articulandolo con el

geométrico, gracias a las diferentes contribuciones de matematicos como Euler, Cauchy,

Lagrange, entro otros.

Analisis a priori

En el analisis a priori se han tenido en cuenta la revision de tipo estado del arte, en diversos antecedentes
que se han enfocado en la determinacion de diversas dificultades o destrezas presentadas cominmente por
los estudiantes y/o docentes cuando se orienta la conceptualizacion de la derivada de una funcion.
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Tabla 2. Revision de antecedentes

Autores Descripcion

Loz estudiantes presentan un desarrolle comprensive del concepto de la derivada

Sinchez, Garcia y Cl]ﬂ.ﬂ;d:n L1 arhcula.u diferentes medios representgﬁm_s, como &l cazo del uzo ,u_;r:iﬁm v

Llinares (2006) analitico, confraric a cuando se pregunta de situaciones en las que se relaciona el
cardcter puntual f{a) ¥ global £ (x). tante en sitnzcionss graficas como analiticas, en
eze sentido recomiendan la articulacion de lzs dos en estas situaciones.

Presentan una propuesta didacticz en la ensefianza de la derivada desde una perspectiva
enfocada a la modelacion de situacicones de contexto, con el objetivo de cambiar el
enfoque tradicional con contenidos abstractos impartido habitualmente. Concluyendo
que exizste una mejor apreciacion del concepto de derivada por parte de los estudiantes,
dezde el enfoque de modelacion al tradicional.

Cervantes, Camarena y
Pinet (2008)

Obszervan tendencias por parte de algunos estudiantes a considerar la derivada como
Amaya Rojas v Ballen N proceso sflgqﬁtmiu:n, sinrelacionaﬂc_: a larazfr_n d.& cambic_r o la pendiente de la_reu:ta
(2009) tangente, a5l mismo son capaces de aplicar los criterios de primera v segunda derivada,
pero ne lo relacionan con la fimeion derivada, también no existe una relaciona de
erafica de la fimcion con la de 1z fimcion derivada.

En la poblacion estudiada se analizd el concepto de lz derivada en la articulacion de
situaciones econdmicas, demostrando que exizte una foerte inclinacion por la
utilizacién del registro zlgebraico en comparacicn al manejo gue desarrollaron los
estudiantes frente al lenguaje grafico, sustentando que los educandos que realizaban
loz dos lenguajes presentaban una mavyor asimilacion del concepto de derivada.

Ariza v Llmares (2009

Aplicaron uwna prusba con el fin de indicar las concepciones presentadas por los
estudiantes respecto al tema de la derivada, llegando a diversas conclusiomes
relacionando la derivada come la que determina el crecimiento v decrecimiento en la

Carabis (2002) fimeion, un valor tmico de la 1emte de la recta ente, como un algoritmo
tang
aplicado a las funciones sin significado, entre otros. Los autores advierten de forma
peneral falencias en la concepeion del pensamiento variacional v grafico.
En la implementacion de diversos medios de representacion, los estudiantes presentan
Vrancken, Engler y mayor facilidad al trabajar en los registros numeéricos v dificultades en los lenguajes

Miller (2010) graficos v algebraicos, en ese sentido concluyen que la propuesta presentads, gue
potencia el enfoque variacional promovié un mejor entendimiente de la idea del
concepto de derivada.

Describe los niveles de comprension entre las relaciones de f{a) v f7(x) que possen
5 profesores de matematicas, determinando variabilidad en la asimilacion grafica hasta

Badillo, Azcarate y la algebraica de los encuestados, exponiendo que algunoes ambigiedades en la relacion

Font (2011) Fia) v f{x), dificultades en 1a relacién de fixy, £ix)y v f{a) v no argumentacion
en el proceso de determinacion de derrvada mediante regla o el limite.
Orlum (2012) Determine errores conceptuales por parte de los estudiantes, argumentando que no ze

dezarrolla un entendimiento del tema de la derivada, va que son relacionadas a acciones
operativas, sin ninguma nterpretacion erafica de 1a dervada de una fimeion. El autor
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tambien postula dificultades en las conexiones entre la fimeidn original v la funcion
dertvada, atribuyendo a f'(x) ser la grafica f{x).

Alvarez, Colorado v
Ospina (2013}

Analizan la orientacidn del concepto de derivada en des grupos, e de contrel donde
ze Implementd una metodologla de ensefianra de tipo tradiciomal v el otro de tipo
experimental donde se impartieron log saberes mediante unas estrategias didicticas
enfocada al fortalecimiento de conceptos previos de caracter simbolico, conceptual v
procedimental. Concluyendo que am en los dos grupos se construyen ideas del
concepto de derivada, pero el experimental logra un aprendizaje significativo de tipo
conceptual y procedimental en la resolucion de problemas.

Vega, Carrillo v Soto
(2014)

Identificaron los aprendizajes desamrollados por loz estudiantes en el concepto de
derivada v sus respectivas aplicaciones, encontrando debilidades en la asimilacion de
este concepto en cuanto a derivada de una fimeion general v particular en un punto
dado v limitaciones en la asimilacion desde una perspectiva visual v geometrica.

Vrancken v Engler
(2014)

Implementaron una secuencia de aprendizaje enfocada a promover la asimilacion
conceptual de la derivada, estructurando situaciones de variacidn en comtexto de
sitwaciones fizicas, como cidlcule de razones de cambio y pendientss abordando
diversos medios de representacién como el verbal, grafico, numeérico y analitico,
realizando relaciones enfre estos. Las dificultades presentadas por les estudiantes
fueron de tipo conceptual v algoritmico relacionado a conocimiemtos previos
necesarios.

Hashemi, Kashefi y
Rzhimi (2014)

Postulan resultados en los que muestran diversas dificultades en el aprendizaje de la
dervacion. A partir del mstrumento ap].iu:adn z& obtienen falencias frente a preguntas
de tipo conceptual, respuestas enfocadas mas al aspecto simbolico de la derivada que
el entendimiento grafico (limitado la mterpretacion zeométrica del concepto), 3in una
rezpectiva relacion de los dos.

Cuevas, Rodriguez v
Gonzilez (2014)

Introducen el concepto de derivada de una fimeldn resl mediante el uso de recursos
digitales, en donde enfatizan el no utilizar wn medio de representacion, sino por el
contrario articular diferentes medios representativos. En lo resultados los estudiantes
al inicio prezentaban falencias en conceptos antmético, alzebraicos v de fimciones. A
partir del uso de las herramientas tecnoldgicas se promovio el desarrollo infuitivo de
la derivada de una fimeion real.

Pino, Godino y Font
(2015}

Aplicando wn instumento a docentes en formacidn se caracterizaron diversas
dificultades en la solucion de situaciones relacionadas al concepto de la derivada desde
diferentes perspectivas, como la relacicn de la derivada con la razon instanténea de
cambio, diferencia entre £7(x) v £7(z). 52 exhibe una mejor asimilacion al considerar la
derivada como pendients de la recta tangente.

Santoyo, Rangel Teyes
¥ Puga (2016)

Establecieron dos grupos une con una metodologia tradicional v en ofro se utilizd una
propuesta experimental, obteniendo en exta nltima una mejor apreciacicn del concepto
de derivada de una funcion v la mterpretacion de diversos registros de representacion,
desarrollando asi habilidades en la resolucién de problemas de optimizacion.
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En el disefio y aplicacion de un instrumento con el objetivo de clasificar el
razonamiento geométrico del concepto de la derivada, se obtuvo que los estudiantes
realizaban afirmaciones visuales de las graficas, sin reconocer la representacién
geométrica de la derivada, desarrollo procesos inférmales en la determinacion de las
pendiente, a partir de ilustraciones de pendiente dada vy solo una pequefia poblacion
entendian el proceso de hallar la pendiente de la recta tangente a la grafica relacionado
a la derivada de una funcién

Dominguez v Sanchez
(2016)

Caracterizan las dificultades que presentan los estudiantes en torno a la derivacién de
funciones reales, a partir del andlisis v encuentras aplicadas. Se enuncia falencias de
tipo cognitivo y procedimental en relacion a comprension de la derivada como razén
de cambio, conceptualizacion de la derivada desde la defimicidn de limite, la derivada
en un punto especifico, también dificultades de tipo algebraico v antmético en la
aplicacion de las reglas de derivacién, proponiendo asi la implementacién de un objeto
virtual de aprendizaje (OVA) enfocado al aprendizaje de estos saberes.

Mendoza, Alemin v
Nieves (2017)

Experimentacion

En base al anélisis epistémico donde se identificaron los conceptos claves en el desarrollo del concepto
de derivada a nivel epistemoldgico y también a partir del andlisis a priori de las diferentes investigaciones
que han encontrado las falencias presentadas comunmente en la construccion de este concepto se establecio
una prueba de conocimientos enfocada a caracterizar las concepciones que presentan algunos estudiantes
de Licenciatura en Matematicas de la UFPS que cursaron la asignatura de Célculo Diferencial durante el
segundo semestre del 2018.

3.1 Prueba de conocimientos. Se construyeron 5 ejercicios establecidos a fin de identificar las falencias
o potencialidades que poseen los estudiantes en los diferentes registros de representacion (algebraico,
numeérico y grafico) involucrados en la determinacion de diversos conceptos relacionados a la derivada de
una funcion. Partiendo de lo anterior se expondra a nivel general el desempefio obtenido en la aplicacion del
instrumento (ver tabla 3) acompafiado del objetivo que se planted para la respectiva actividad.

3.1.1 Presentacion de resultados a nivel general

Los estudiantes se nombraron con las letras de A, B, C, D y E. En los niveles de desempefio se
caracterizaron cuantitativamente dependiendo de los puntajes obtenidos en cada una de las actividades,
considerados de la siguiente forma, desempefio bajo (0 — 0,25), desempefio regular (0,26 — 0,51), desempefio
medio (0,52 — 0,77) y desempeiio alto (0,78 — 1).

Tabla 3. Resultados de la prueba de Conocimiento

Estudiantes  Actividad N°1  Actividad N°2  Actividad N°3  Actividad N°4  Actividad N°5

A Regular Regular Bajo Bajo Alto
B Alto Regular Bajo Bajo Alto
C Alto Medio Bajo Bajo Alto
D Regular Regular Bajo Bajo Alto
E Regular Regular Bajo Bajo Alio
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3.1.2 Actividades en la prueba de conocimiento
aplicada.

Se identifica inicialmente el aprendizaje al
solucionar de forma Optima el planteamiento
que se presenta, para posteriormente comentar lo
desarrollado por los estudiantes, teniendo en cuenta
las dificultades y fortalezas presentadas.

El primer punto se enfoco a identificar si
existia el pensamiento algebraico en la solucion
algoritmica de los ejercicios planteados, asi mismo
se evidenciaria la asimilacion algoritmica de
las reglas de derivacion (regla del producto, del
cociente, de la cadena, entre otras) al hallar las
derivadas sucesivas (derivadas de orden superior)
de las funciones expuestas.

1. Halle la derivada de orden superior que se le
indica frente a cada funcion.

3
a. f(x) =Tt 4 -5 4 x 27)3’ b. f(X) = ﬁ f(x)
¢ y(x2-1)?

Fw o fe)=3NE g [0

En la funcion polindmica presentada de primera
no se concedid ninguna problematica; en la funcion
racional del literal b el estudiante D la enuncid sin
realizarle algin proceso, como se muestra en la tabla
de resultados, los estudiantes B y C solucionaron
Optimamente los ejercicios planteados, contrario
a las soluciones presentadas por A, D y E quienes
tuvieron falencias de tipo algebraico en los dos
ultimos literales, en especial en el d donde el proceder
en su solucion fue inadecuado. Los estudiantes A, B,
D, E no recuerdan o no saben como aplicar la regla
de la cadena al literal c, y tres de estos la dejaron
enunciada solamente, aunque no es un factor a
considerar, ya que es de caracter memoristico, por
lo menos uno se interesd en encontrar la solucion
por otro método.

Partiendo de lo anterior, se puede inferir que
se presenta un nivel de solucion algoritmica a los
ejercicios expuestos por partes de los estudiantes,

aunque se evidencias algunas falencias de tipo
procedimental y algebraico.

Figura 1. Resolucion del estudiante B al literal ¢

Figura 2. Resolucion del estudiante A al literal d

La segunda actividad se estructurd6 para
analizar la relacion que existe en el registro grafico
entre la funcion f(x) y la funcién derivada f'(x),
distinguiendo las nociones en cuanto a la recta
tangente en un punto cualquiera y en los distintos
puntos respecto a la funcion dada. En ese sentido se
evidenciard si es mayor la comprension del registro
grafico de la derivada con respecto al registro
algebraico, analizado en el item anterior.

2. Considere la funcion y=x*-1. a) Haga un
bosquejo de su gréfica tan cuidadosamente como
pueda; b) Dibuje la recta tangente en x=2 y x=0; ¢)
Estime la pendiente y la ecuacion de larecta tangente
en los valores de x ; d) grafique la respectiva funcion
derivada y’
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En este punto se evidencid un desempeiio
regular en el manejo del registro grafico de
la derivada. Todos graficaron la funcion dada
normalmente, partiendo de ahi se pedia graficar la
recta tangente en los puntos dados. Los estudiantes
A, B, D, E trazaron estas rectas cortando el
recorrido de la funcion en el punto x=2, es decir,
una recta vertical en el punto dado, y ninguna en el
punto cero; solo el estudiante C trazo bien las rectas
tangentes. En cuanto a la de la ecuacion de la recta,
el estudiante B pudo establecer la relacion entre la
derivada y la pendiente de la recta tangente para la
ecuacion de esta misma. En este punto se evidencia
una pobre concepcion de la relacion entre f(x) y
f'(x), teniendo nociones del registro algebraico a
nivel procedimental pero no visual. Finalmente,
se resalta la evidente falta de argumentacion a las
acciones realizadas.

AL ferplarde] Yod lolbdes |44 K

ol Lo | dealfidal bod kedaiods | Je |

J_'f.',p o are? | en L{l._ﬁr,;.‘c_L,‘. '

la | F 'xi‘.-.iiq; WIANCIR .-__1»__-_!__5.*. &
§ | |

i""l':i.}“:!:!f; /

J-.'u' ' o L;_'._._...‘.r_ L Il ...e||

Figura 3. Argumentacion de estudiante B

l

Figura 4. Grafica presentada por el estudiante B

Figura 6. Grafica ilustrada por el estudiante A

La tercera y cuarta actividad se enfoco
en los conceptos del criterio de la primera y
segunda derivada, con el fin de identificar si el
estudiante articula procedimientos algebraicos en
la determinacion de los puntos criticos (méaximos
y minimos) respecto a la grafica de la funcion
que se les pide modelar. Asi mismo, se pretendia
determinar la forma como solucionan problemas
de optimizacion de tipo estdndar presentado
comunmente, en los cuales interfieren conocimiento
de tipo procedimental en el analisis y la solucion de
las diversas situaciones.
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Realice el bosquejo de la grafica generada
por la expresion f(x)=2x3-9x*+12x, utilizando
los criterios de primera y segunda derivada,
determinando intervalos de crecimiento, valores
maximos y minimo, concavidad y punto de inflexion.

De los siguientes ejercicios de optimizacion
propuestos, elige solo una de las situaciones,
enciérrala en un circulo e intenta determinar su
solucion.

Expresa el nimero 60 como la suma de tres
numeros positivos de forma que el segundo sea el
doble del primero. Se desea que el producto de los
tres nameros sea el maximo posible, determine cada
numero.

Se desea construir una caja, sin tapa,
partiendo de una lamina rectangular de 32 cm de
larga por 24 cm de ancha. Para ello se recortard un
cuadradito (de lado x) en cada esquina y se doblara.
(Cual debe ser el lado del cuadradito cortado para
que el volumen de la caja resultante sea maximo?

Se ha observado que, en autopista norte de
salida de Bogota, la velocidad de los vehiculos en
horas de la tarde (entre las 2:00 - 6:00 pm) viene
dada por la expresion v(t)=t-15t>+72t+8. ;A qué
hora circulan los vehiculos con mayor velocidad?

Estas dos actividades se  presentan
conjuntamente, ya que el desempeiio en laresolucion
de estos puntos fue bajo, los estudiantes solo
hallaban la primera o segunda deriva y las dejaban

Figura 7. procedimiento realizado por el estudiante E

enunciadas, trataban de formular analiticamente
la situacion sin relacionarlo a la derivada, o lo que
es equivalente a afirmar que no procedian en la
determinacion de los valores maximos y minimos
o de punto de inflexion, lo que permite intuir que
el tema no se hubiese llegado a desarrollar de
forma profunda. A nivel general, no se evidencia
ninguna relaciéon del concepto de derivada con
la construccion de la grafica o problemas de tipo
aplicado a situaciones de contexto.

H— i
\n;_‘{,\{- allad 00 | a0y | VEWU QW0

el O

Figura 8. procedimiento realizado por el estudiante D

En el punto final se pretendia evidenciar la
relacion entre la grafica de una funcion (en este
caso visualizada y teniendo que determinar la
ecuacion que modelaba su comportamiento) y
su respectiva derivada, la cual tenian que graficar
después de encontrar la funcion derivada. Con
este item se analiza como los estudiantes transitan
desde el registro grafico al registro algebraico, en el
entendimiento de la nocion de derivada.

Dada la grafica de la funcion:

Determine su ecuacion f(x)

Halle la derivada de la funcidon encontrada.
Realice un grafico de la funcion derivada.
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3 4 5

Figura 9. Grafica de la f (x) presentada

Enesteitem fue dondelos estudiantes exhibieron
mejor nivel de compresion, por ello todos tienen
un desempeiio alto en los resultados presentados.
Todos los estudiantes determinaron la ecuacion
de la funcién a partir del andlisis de la respectiva
grafica presentada, identificando el vértice y punto
de corte en el eje de las ordenadas, partiendo de esta
identificacion de valores, modelaron la funcion y
hallaron su respectiva derivada, en comparacién a la
actividad del punto 2 se presentd una mejor relacion
entre estas dos funciones.
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Figura 9. Grafica f'(x) trazada por el estudiante D
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Figura 10. Proceso desarrollado por el estudiante B
Conclusiones

En base a lo encontrado en el analisis
epistémico se evidencia que el concepto de derivada
tuvo una evolucion dese una perspectiva geométrica
y visual, hasta su respectiva formalizacién en
términos algebraicos, contrario a los hallazgos
encontrados en el rastreo de tipo documental en el
cual los estudiantes desarrollan una fuerte nocion
de la derivada de una funcion como el proceder
algoritmico en la aplicacion de las diferentes
reglas, despreciando en gran medida el respectivo
entendimiento grafico. Lo anterior similar a lo
encontrado en la prueba de conocimiento realizada
en esta investigacion, donde también se logrd
identificar falencias en la resolucion de los puntos
presentados. Asi en la aplicacion de las actividades
que articulaban el pensamiento grafico- algebraico,
se notan falta de conocimiento de tipo conceptual
que les permitieran abordar lo pedido en esos puntos,
un ejemplo es el mal trazado que dieron algunos
estudiantes a la rectan tangente en los puntos dados
y de igual forma los argumentos de las nociones que
poseian, aunque se fueron mayores las dificultades
en el punto 2 en el que se transitaba del pensamiento
algebraico al grafico, hubo mejor recepcion cuando
se presentd desde la parte visual de la grafica a su
ecuacion accion que se debia hacer en el punto 5.

Las situaciones que tenian como fin identificar
como utilizan la derivada en términos de aplicacion
a su respectivo concepto en la determinacion de
los puntos criticos o problemas de optimizacion
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fueron en las que se generaron menor aceptacion, o
desarrollo en su solucién, solo dejando enunciadas
solo las partes que se desarrollaban de caracter
mecanico, de ahi inferimos wuna ineficiente
apropiacion del concepto y su respectiva utilidad.

Partiendo de lo anterior se recomienda impartir
este concepto con la articulacion de diferentes
registros de representacion semiotica, para formar
su asimilacion desde diferentes perspectivas, esta
premisa encamina el siguiente paso a realizar
en la complementacion de la ingeniera didactica
presentada en esta investigacion, donde se
estructuraran y posteriormente se aplicaran de unas
secuencias didacticas de funcion de promover una
buena conceptualizacion en los estudiantes.
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