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Resumen: El analisis de sensibilidad local (ASL) es un método poco utilizado, pero
de importancia al momento de decidir cuales parametros dentro de un modelo tienen
mayor influencia o efecto dentro del mismo, incluso permite suprimir ciertos parametros
cuyo indice de sensibilidad es casi nulo. En este trabajo de investigacion se aborda el
modelo de bacterias sensibles y resistentes al antibidtico de Esteva et al. (2011). Al
cual se le realizara ASL por medio del método de Coeficientes de Sensibilidad Locales
Normalizados de Turanyi. El ASL revela que la tasa de reproduccion de bacterias
sensibles y resistentes son los factores que mas influencia tienen dentro del modelo
propuesto.

Abstract: The analysis of local sensitivity (ASL) is a rarely used method, but it is im-

portant when deciding which parameters within a model have the greatest influence or
effect within it, it even allows the suppression of certain parameters whose sensitivity
index is almost zero. In this research work the model of bacteria sensitive and resistant
to the antibiotic of Esteva et al. (2011). To which ASL will be performed by means of
the Turanyi Normalized Local Sensitivity Coefficients method. The ASL reveals that
the reproduction rate of sensitive and resistant bacteria are the factors that have the
most influence within the proposed model.
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Introduccion

El presente documento tiene como objeto de
estudio el andlisis de sensibilidad local, que es una
de las clases de analisis de sensibilidad en conjunto
con el andlisis de sensibilidad global. Para entrar en
materia, se realiza el analisis de sensibilidad local
para el modelo matematico desarrollado por Esteva
et al. (2011) con la finalidad de describir el efecto
de ciertos parametros en las salidas del modelo,
mediante el célculo de derivadas parciales que
ayudara a determinar cudl o cudles pardmetros son
los que afectan mas en el resultado. En el estudio de
modelos matematicos se podria aplicar el analisis de
sensibilidad paramétrica con diferentes propositos
como: la estimacion de pardmetros, discriminacion
de modelos, optimizacion y/o control, entre otros,
ante lo cual Link et al. (2018) plantea que el analisis
se puede realizar mediante un método basado en
procesos iterativos en cada parametro tomando
rangos determinados. Se analizara el modelo
matematico sobre bacterias sensibles y resistentes
a antibidticos de Esteva et al. (2011), este modelo
de competencia describe la interaccion entre
las poblaciones de bacterias sensibles, bacterias
resistentes y concentracion de antibiotico, denotadas
por S(t), R(t) y C(t), respectivamente. A partir de esta
técnica se discrimina los parametros que afectan
de manera significativa el modelo propuesto, por
medio del andlisis de cada pardmetro en relacion a
los indices de sensibilidad.

El anélisis de sensibilidad se puede llevar a cabo
utilizando diferentes métodos como lo menciona
Jurgen et al. (2013): método directo, métodos
basados en Monte Carlo, métodos de pruebas de
sensibilidad de amplitud de Fourier, el método de la
funcién de Green y el método de los coeficientes
de sensibilidad locales normalizados propuesto por
Turanyi (1997).

Materiales y métodos

Analisis de Sensibilidad

El andlisis de sensibilidad es un método
matematico que investiga la dependencia de los
resultados en los valores de los pardmetros. Ademas,
determina el efecto de las variables de entrada en las
variables de salida. A partir de este analisis se podria
inferir el resultado de una decision, es decir tanto
las variables independientes como las dependientes
haran parte del analisis de sensibilidad.

Analisis de Sensibilidad Local

El andlisis de sensibilidad local (ASL) es un
método que evalta la influencia o el impacto local
de la variacion de las entradas en las salidas del
modelo.

El andlisis de sensibilidad se realiza por
medio del método de coeficientes de sensibilidad
local normalizados, el cual consiste en calcular el
ndice de sensibilidad (Indice de eficacia) I de

cada parametro P en funcion a cada variable de
5

I o :
estado S, denotado por “P . El indice mencionado
anteriormente esta dado por

IS _Pg dy
Py apy
donde P, son los parametros e y son los
resultados o variables de salida.

Modelo matematico

Un modelo matematico utiliza formulas para
establecer un conjunto de relaciones ya sean de
igualdad o de desigualdad, las cuales estan definidas
por variables y parametros que facilitan el estudio
de fenomenos en diferentes areas de conocimiento.
Como ejemplo de modelo se encuentra el modelo
propuesto por Van Henten (1994) para el cultivo
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de lechuga, el cual tiene como variables de
estado, el peso seco estructural y el peso seco no
estructural; como variables de entrada radiacion
fotosintéticamente activa (PAR), temperatura, y la
concentracion de dioxido de carbono [CO2]. Otro
ejemplo segun Restrepo y Bermudez es el modelo
matematico de incubacion de aves propuesto por
Jose Bermudez Santaella, en el cual implementan el
software MATLAB-SIMULINK teniendo en cuenta
las variables involucradas en dicho modelo, como
la estrategia de control y la sensibilidad.

Modelo matematico sobre bacterias sensibles
y resistentes a antibioticos de Esteva, Ibargiien, y
Romero (2011).

Dentro de la formulacion del modelo se
considera que las bacterias sensibles y las resistentes
presentan crecimiento logistico con capacidad de
carga constante K y tasas de reproduccion fs y
pr, respectivamente, con B < . Ademas, tanto las
bacterias sensibles como resistentes tienen tasa de
mortalidad per capita u y u  respectivamente. La
concentracion de antibidticos se suministra a una
tasa constante A y se degrada a una tasa per capita
constante u , este modelo esta descrito por:

ds S+R

2 = Bos (1-28) - asC5 — S,

dR S+R

&= BeR(1-5F) + qasCs - R, M
dc

E =A- MCC.

El conjunto de interés bioldgico esta dado por:

A
Q:{(S,R,C)e]R{3:O§S+R SK,OSCS—}.

He
Sean

R, = f—"w b))
¥

R=% 3)

Hr

donde R representa el nimero de bacterias
producidas por las bacterias resistentes, y R
representa el numero de bacterias producidas por
la fraccién de bacterias sensibles que escapan a la
accion del antibidtico. La siguiente proposicion
resume los resultados de existencia del modelo (1).

Proposicion 1. El sistema (1) siempre tiene un equilibrio trivial en Ej = (0,0, uA) Si
C

R, > Lademis de E; existe el equilibrio E; = (0,@%) .SiR;>1yRs >R,
fo '

ademds de Eyy y E; existe un tercer equilibrio E, = (0, -
T (4
La siguiente proposicion resume los resultados

de estabilidad del modelo (1).

Proposicion 2. Las soluciones de equilibrio del
sistema (1) satisfacen:

Si R <l'y R <1, entonces el equilibrio
trivial E_0 es localmente asintoticamente estable en
Q.SiR,>10R >1,entonces E, es inestable.

SiR <R yR > 1, entonces el equilibrio
trivial £, es localmente asintéticamente estable en
Q.SiS,> R, entonces E, es inestable.

Si R > 1y R >R, el equilibrio £, es
localmente asintoticamente estable en Q.

Resultados y analisis

A partir de las Proposiciones 1 y 2 se observa
que el comportamiento de las variables S, R y C,
dependen de los numeros reproductivos R y R . Lo
anterior permite considerar Ry R como variables
de salida, en este sentido, el ASL consiste en calcular
los indices de sensibilidad de R, y R_con respecto
a cada uno de los parametros del modelo. Por lo
tanto, para R_el indice de sensibilidad se calcula en
relacion a los parametros f, o, A, 'y u, mientras
que para R se calcula en relacion a los parametros
B, o, A, py . El calculo de los indices se presenta
en la Tabla I.
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Tabla L. indice de cada parametro

Parimetro. indice de sensibilidad (I)
BS aRS
I§ =22
A Bs Rs 8fs
as OR ash
a5 ]gsz_s._sz_;
R; dag ashtpspic
A OR ash
A ]g w tx GO B0
R; 0A ash+pistic
S e ORs _  ash
#C IF’C = T
Rs duc asA+pigite
u 5 _ bs O8s Hspc
: Hs Ry Ous ash+pgpc
-BT‘ aRT
B=2.2T=1
e T Ry By
ir ORy
R==""=
B fr Ry duy

Fuente Propia

A partir de la Tabla L. se observa que IES = I;;Zr =1, I,fr = =1, I,§S =15>-1,
I;fs >-ly Ilfc < 1. Mis atin, a partir de las expresiones que definen Igs,l,f, Iis y I,fc se
verifica que 0 < I‘fc <ly-1< 1§S,I,§, Iﬁs <0.

Con respecto a los valores de los indices,
obsérvese B y 8 son los parametros que mas afectan
el resultado del modelo, seguidos por el pardmetro
U, luego los parametros a, A, u y por ltimo el
parametro que menos afectaria seria z .

Con respecto a la magnitud de los valores de
los indices, los parametros que mas afectan son S,
By u, ylos que menos afectan serian a, A, 1y

K

Con el propésito de estimar los valores que mas
afectan los numeros reproductivos R y R en un
rango determinado, se considera cada indice como
como funcion del pardmetro de su parametro, los

demas parametros permanecen fijos. Por ejemplo,
S

para "% el parametro a se convierte en la variable

y el resto de los parametros se convierten en
constantes. La Tabla 2 presenta los rangos de los
parametros que seran utilizados para realizar las
gréficas de los indices.
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Tabla II. Interpretacion y valores de los parametros

Parametro. Descripcién del Parametro. Val‘qr del' Rango. Referencia
Parametro.
Gong et al.(1999),
Tasa de reproduccion de bacterias i g
Bs sensibles. 0,34 036 — 0,52 dia Hoal-Van Helden et al. (2001),
Lietal. (2002).
as Eliminacion de S (Bacterias Sensibles). 0,04 0,024 — 0,51 dia™* Hu, et al. (2016)

Tasa constante de suministracion de la
concentracion de antibiotico.

Tasa per capita constante de degradacion

He de antibidtico. 13
Tasa de mortalidad per capita constante 045

Hs de las bacterias sensibles. !
Tasa de reproduccion de bacterias

B ] 04
resistentes.

% Tasa de mortalidad per capita constante 041

de las bacterias resistentes. d

0,1 — 10(unidades) Estimado.

001—1dia? Estimado.

031—051dia™* Ozcaglar et al. (2012)

Dye v Williams (2000), Dye

0,1 — 0,7 (unidades) v Espinal (2001).

031-051dia™* Ozcaglar et al. (2012)

Fuente: Los datos presentados aqui fueron obtenidos de Esteva e Ibargiien
(2018)

En este sentido, las funciones definidas por los
indices son:

5
I5.(as) = _W% as € [0,024 —0,51].
0,04A
I/S‘(A) - 0,04A+0,00675 A € [01-10],
0,2
Lo (1) = Gzroam Mo € [0,01 1],

) = —%us € [0,31-0,51],

Mediante el Software Python que es un
lenguaje de programacion interpretado, dindmico
y multiplataforma, y el cual posee una licencia
de codigo abierto denominada Python Software
Foundation License, se realiza la grafica de cada
funcion:

S
La Figura 1 muestra la grafica de ~ %S (ag), se
observa que entre mas pequeflo sea el parametro
a, mas efecto tiene este parametro sobre el modelo
matematico lo cual sucede en el valor de ,=0,024.

S
La Figura 2 muestra la grafica de IA (A), se

observa que entre mas pequeio sea el parametro
A, mas efecto tiene este parametro sobre el modelo
matematico lo cual sucede en el valor de A=0,1.

5
La Figura 3 muestra la grafica de ['uc (), se
observa que entre mas pequeio sea el parametro
n, mas efecto tiene este parametro el modelo
matematico lo cual sucede en el valor de .= 0,01.
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S
La Figura 4 muestra la grafica de I‘”S (), se
observa que entre mas grande sea el parametro u,
mas efecto tiene este pardmetro sobre el modelo
matematico lo cual sucede en el valor de u =0,51.

De esta manera, se toma los valores en los que
se obtuvo mayor variacion que estan dados por a
=0,024, A=0,1, ©,=0,01 y x=0,31. Y como
los indices f8 y fr son constantes se toma el valor
presentando en la Tabla II.

Luego se reemplaza estos valores en las
ecuaciones (2) y (3).

— Psie —
asA+pgle (0,024)(0,1)+(0J01)(0,31)

(0,44)(0,01)

s

R=038.

Con lo cual se puede decir que el nimero
maximo de bacterias que se producen por las
bacterias sensibles esta dado por 0,8.

B 0,4
RT‘ =L _-__
wy 041

Con lo cual se puede decir que el nimero
maximo de bacterias que se producen por las
bacterias resistentes esta dado por 0,98.

Asi, cuando se grafica R en funcionde g, y el
resto de los parametros se convierten en constantes.

B
" (0024) (0.1) + (0,01)(031) L8 fg-

R

La Figura 5 muestra la graficade R, se observa
que entre mas grande es f, mas efecto tiene este
parametro sobre £ lo cual sucede en el valor de S,
=0,52.

Y cuando se grafica R_en funcion de g, y el
resto de los pardmetros se convierten en constantes.

_b_ P

R —
T u 041

La Figura 6 muestra la grafica de R_se observa
que entre mas grande es S mas efecto tiene este
parametro sobre R _lo cual sucede en el valor de f,
=0,7

Luego se realiza la grafica para R;(Bs , 5y) + Ry (Br, Bs )

Rs(ﬂs 'ﬂr) o+ Rr(.grv Bs ) = - + &.

- ash+pspc HBr
= k1 Bs + Koy,

U
donde by =———vyk, =—
1 Ash+psihc Y ¥ Hr

Asi, en la figura 7 se puede deducir que 0 < 5., 3, < 1.

Conclusiones

Se concluye a partir del analisis realizado en
métodos y resultados, que el andlisis de sensibilidad
local realizado para el modelo matematico sobre
bacterias sensibles y resistentes a antibidticos
de Esteva et al. (2011) permitié determinar que
los parametros S, y S (tasas de reproduccion de
bacterias sensibles y las resistentes respectivamente)
tienen mayor influencia. Por otro lado el ASL es
un método abordado para el estudio de modelos
matematicos, aun asi existen métodos como los
mencionados al inicio de este documento que
permiten su implementacion (Pacheco, 2016).
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