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Resumen: El siguiente trabajo trata de hacer un acercamiento a la aplicacion de
los preliminares propuestos por la fisica desde los planteamientos de Paul Dirac.
Los preliminares de Dirac, son un ejemplo de pensamiento divergente, que puede
explicar la relacion entre los factores productivos en diferentes paises. Se intenta
aplicar el determinante de las matrices obtenidas por el fisico a una interaccion de dos
factores productivos clasicos: capital y trabajo, revisando las principales funciones de
produccion que han analizado esta relacion. Finalmente, la aplicacion del determinante
se enfocd a analizar la ubicacion de 11 paises con relacion con sus factores productivos.
Se considera que la aplicacion del determinante puede constituirse como un elemento
de analisis para observar el comportamiento de la interaccion entre estos factores
productivos en diferentes paises.

Abstract: The following work tries to approach the application of the preliminaries
proposed by physics from the approaches of Paul Dirac. Dirac's preliminaries are an
example of divergent thinking, which can explain the relationship between productive
factors in different countries. An attempt is made to apply the determinant of the matrices
obtained by the physicist to an interaction of two classical productive factors: capital
and labor, reviewing the main production functions that have analyzed this relationship.
Finally, the application of the determinant was focused on analyzing the location of 11
countries concerning their productive factors. It is considered that the application of
the determinant can constitute an element of analysis to observe the behavior of the
interaction between these productive factors in different countries.
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Introduccion

El interés de los economistas en la fisica como
afirman Contreras y Larralde (2013), se ha enfocado
sobre todo en la comprension de los mercados
financieros. En los afos ochenta, los esfuerzos
académicos de Wall Street, se concentraron en el
analisis de datos del mercado, generando una masiva
contratacion de matematicos y fisicos, algunos de
cuyos trabajos posteriormente han sido agrupados
bajo la denominacion de Econofisica. Estos
trabajos han hecho énfasis en la fisica estadistica,
en los sistemas estocdsticos y en el paradigma
complejo. Otras relaciones entre ambos campos
de conocimiento, estan relacionados con el uso de
conceptos como el de utilidad, que fue introducido
por Daniel Bernoulli, intentando describir las
preferencias de las personas. Otro ejemplo, el paseo
aleatorio, se ha relacionado con el movimiento
Browniano y como simil del movimiento de los
precios en el mercado. La naturaleza de la materia
ha otorgado campo de accién a la investigacion
de los denominados sistemas complejos, en los
que supuestas pequefias perturbaciones generaran
efectos significativos, sistemas que han sido
utilizados para explicar, por ejemplo, las crisis
mundiales, el mercado accionario y la volatilidad de
los precios, reconociendo el caracter racional de los
agentes intervinientes. A este respecto:

[...] la dindmica de los sistemas econdémicos
surge de la actividad de agentes, en ocasiones un
gran numero de ellos, cuyas decisiones afectan las
opciones y perspectivas de otros agentes, todos con
incentivos y objetivos mas o menos heterogéneos.
Sistemas de este tipo tienen los ingredientes y
exhiben las propiedades de los sistemas complejos, y
por lo tanto, las herramientas de la fisica estadistica,
procesos estocasticos y dindmica no lineal pueden
ser de mucha utilidad para su andlisis.

Por otra parte, se ha afirmado que toda la
perspectiva neokeynesiana desde, por ejemplo, los
planteamientos de Samuelson, se fundamentd en
la idea de equiparar las leyes de la termodindmica

(especialmente la segunda ley), al equilibrio de los
sistemas econdémicos. Esta relacion, sin embargo, no
ha estado exenta de criticas. A este respecto plantea
Soler:

[...] han venido surgiendo corrientes
economicas heterodoxas que a partir de los
diversos aportes de la fisica contemporanea y
en particular la teoria energética de la fisica, ha
realizado serios cuestionamientos a las teorias
econémicas convencionales. Dentro de este
paradigma naciente se inscriben economistas
como Daly, Georgescu-Roegen, Henderson, Kapp,
Mishan, Naredo, Schumacher, entre otros, quienes
plantean un enjuiciamiento al mecanicismo del
sistema econdmico a la luz de la segunda ley de la
termodindmica y plantean nuevos elementos para la
construccion de sistemas econdomicos alternativos.

Por otro lado, no podemos desconocer la
influencia de la economia neoclasica en el siglo
pasado, y el hecho de que ésta ha insistido en
introducir en el andlisis econdmico marginal, un
peso singular a los factores productivos trabajo y
capital. Sin lugar a dudas, las economias capitalistas
se soportan en una concentracion sino excesiva
por lo menos importante de estos factores, en
detrimento de otros como la tierra, la tecnologia y la
innovacion. Desde Solow (1961) y Denison (1961),
han venido incorpordndose estos nuevos aspectos
al estudio de la dindmica econdémica. Los factores
productivos han generado un profundo analisis que
ha introducido modelos de crecimiento econémico,
generalmente expresados en funciones de diferentes
tipos.

A continuacion, encontramos la definicion de
ambos factores:

Trabajo, se refiere al tiempo que una persona
dedica a la produccion, trabajando en fabricas de
automoviles, cultivando la tierra, enseniando en una
escuela u horneando pizzas. Miles de ocupaciones
y tareas, para todos los niveles de habilidades,
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las ejecuta el trabajo. Constituye el insumo mas
familiar y crucial de una economia industrializada
avanzada...Los recursos de capital integran los
bienes durables de una economia y se utilizan para
producir otros bienes. Entre los bienes de capital
estan las maquinas, las carreteras, las computadoras,
los martillos, los camiones, las acereras, los
automoviles, las lavadoras y los edificios. Como se
analizara mas adelante, la acumulacion de bienes de
capital especializados resulta esencial para la tarea
del desarrollo econdémico.

Esta definicion neokeynesiana, es amplia y
sintética, tal vez escrita para la comprension general,
sin ahondar en cuestiones mucho mas propias de la
disciplina econdémica, que requiere poder construir
una estructura teorica que permita poder evidenciar
métodos que aporten a la medicion de estos factores
y su influencia en la produccién. En este orden de
ideas, las funciones de produccion estudiadas en
microeconomia, generan un aporte significativo
a la comprension de la interrelacién entre ambos
factores. Las mas comunes son: la funcion de
produccion lineal, -que presenta una similitud con la
segunda ecuacion estudiada en los preliminares de
Dirac (1928)-, la funcion Cobb-Douglas, la funciéon
de produccion de Leontief o de proporciones
fijas y la funcién de produccion de elasticidad de
sustitucion constante (CES), que, -como se verd mas
adelante-, es semejante a la primera ecuacion de los
preliminares de Dirac (1928), con la excepcion del
factor total de productividad (A) y de sus exponentes.

La relacion existente entre los preliminares a la
ecuacion de Paul Dirac (1902-1984) y los factores
productivos propuestos (capital y trabajo) no ha sido
explorada. Sin embargo, resulta de especial interés
profundizar en la relacion existente entre el problema
que encontrd el fisico y la posibilidad de plantear
una similitud con algunas funciones de produccion,
que se basa, ademds, en la ingeniosa resolucion
encontrada por Dirac (1928), a las ecuaciones de
sus preliminares. Esta tentativa, puede sugerir un
nuevo campo de investigacion que tenga en cuenta

la apertura interdisciplinaria entre economia y fisica
y en especial en la relacion entre capital y trabajo.

En este sentido, el siguiente trabajo busca
relacionar los preliminares de Dirac (1928), como
dos ecuaciones que expresan posibles funciones de
produccion, a través de un ejemplo numérico de
la productividad expresada por los factores capital
y trabajo para un conjunto de once (11) paises
para el afio 1998, informaciéon que se obtuvo de
los trabajos de Aten, Heston & Summers (2002),
Bernanke & Giirkaynak (2001) y Barro & Lee
(2000). En principio se realizard una presentacion
de algunas de las principales funciones de
produccion estudiadas en microeconomia, seguido
de un analisis interproduccion entre paises. Luego
se hard una presentacion formalizada de los
preliminares de Dirac (1928), bajo el supuesto de
que las variables expresadas en las ecuaciones se
refieren a factores productivos capital y trabajo,
para finalmente mostrar un ejemplo numérico que
refleja como el determinante de la matriz que da
solucion a los preliminares de Dirac (1928), puede
aportar elementos importantes en la comprension de
la relacion entre ambos factores productivos.

Algunas Funciones de Produccion

A continuaciéon, se hard una presentacion
general de algunas de las funciones de produccion
mas estudiadas: funciéon Cobb-Douglas, funcion
lineal, la funcién de produccion de Leontiev o de
proporciones fijas y la funcion de produccion de
elasticidad de sustitucion constante (CES).

Funcion de produccion Cobb-Douglas

Tal vez, uno de los modelos de crecimiento mas
estudiados, es el que considera a la produccion como
una funcién homogénea entre capital y trabajo junto
a dos parametros que representan las elasticidades
de ambos factores. Esta funcion, que es denominada
funciéon Cobb-Douglas ha sido extensamente
valorada y ha tenido un gran reconocimiento en la
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estructura teorica desde el enfoque neoclasico, no
sin ciertas criticas.

La funcion Cobb-Douglas se expresa de la
siguiente manera:

(1) O=/f(K.L)
(2)  O=AKI

La produccion estd en funcion de los factores
productivos capital y trabajo, donde:

Q=produccion.

L=fuerza laboral

K=capital.

a=elasticidad del capital.
B=elasticidad de la fuerza de trabajo.
A=factor total de productividad.

Segun Varian (1998):

Si la funcion de produccion tiene la forma
flx1, x2)=Ax ‘x", decimos que es una funcién de
produccion Cobb-Douglas. Tiene exactamente la
misma forma funcional que las preferencias Cobb-
Douglas...como la magnitud de la funcion de
utilidad no era importante, suponiamos que 4=1/y
generalmente que a+b=1. Pero la magnitud de la
funcion de produccion si lo es, por lo que tenemos
que permitir que estos parametros adopten valores
arbitrarios. El parametro A mide, aproximadamente,
la escala de produccion, es decir, el volumen de
produccion que se obtiene si su utiliza una unidad de
cada factor. Los pardmetros a y b miden la respuesta
de la cantidad producida a las variaciones de los
factores.

Un grafico tradicional que muestra el
comportamiento de la funcion, se encuentra a
continuacion:

Figura 1. Funcion COBB-DOUGLAS.

Fuente: http://www.esacademic.com/dic.nsf/eswiki/508355

La homogeneidad de la funcion implica que la
suma de las elasticidades es igual a 1:

(3) o+ p=I

Sin embargo, esto supondria un axioma
econémico fundamental que tiene que ver con la
idea de que el capital y el trabajo son eficientemente
utilizados en la produccion, lo que, desde el punto
de vista del modelo es un elemento que contribuye
a su robustez, pero que empiricamente supone que
no se desperdiciarian y se usarian racionalmente
ambos factores. Este elemento de simplificacion,
no se corresponde con la realidad y las curvas de
eficiencia neoclésicas no contemplan en su analisis,
el desperdicio de recursos. Ninguna nacion o Estado
trabajara eficientemente, ni utilizaria el capital de
forma adecuada, ya que esto supondria desconocer
la influencia de los elementos de incertidumbre y
riesgo de los mercados.

Funcion de produccion Lineal

Por otro lado, tenemos la funcion de produccion
lineal. Esta es una funcién lineal con dos factores
que pueden expresarse de la siguiente manera:

4) q=f(k1)=ak+bl

Para el caso de esta funcion, se considera que
presenta rendimientos constantes a escala. Para t>1,

(5) fitk,th)=atk-+btl=t(ak+bl)=tf(k,]).
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Las isocuantas de esta funcién son lineas
paralelas cuya pendiente es igual a (a-b/a). La tasa
técnica de sustitucion (TTS), para el caso de esta
funcion es constante al largo de una isocuanta. Es
como sefiala Nicholson (2007), una funcion muy
util, pero poco aplicable a la realidad, ya que supone
que el capital y el trabajo son sustitutos perfectos el
uno del otro. Esto quiere decir que una empresa solo
podria utilizar capital y sustituirlo todo por trabajo
y viceversa.

Funcion de produccion de proporciones fijas

La funcién de produccion de proporciones fijas
implica que el capital y el trabajo deben ser utilizados
en la misma proporcidon y se caracteriza porque
las isocuantas de la misma tienen la forma de una
“L”. Si una unidad productiva llegase a ejecutar la
produccion con base en esta funcion, se encontrara
que operard a lo largo de una recta en la que la
proporcién entre capital y trabajo K/L es constante.
Esta funcion puede expresarse matematicamente de
la siguiente manera:

(6) g =min (ak,bl) a,b>0,

El operador “min”, implica que la produccion
esta determinada por el menor de los dos valores
entre ak y bl. De esto se deduce que la utilizacion
de, por ejemplo, una mayor cantidad de trabajo no
aumentara la produccidn y que por estarazon el valor
del producto marginal sera igual a 0. Un ejemplo
de la aplicacion de la funcion de produccion de
proporciones fijas la proporciona Nicholson (2007):

Por ejemplo, muchas maquinas exigen la
presencia de una cantidad determinada de personas
para operarlas, pero el exceso de trabajadores
seria inutil. Considere la posibilidad de combinar
capital (una segadora) y trabajo para labrar un
campo. Siempre hara falta que una persona controle
la segadora y uno de los factores sin el otro no
producira nada. Es posible que muchas maquinas

sean de este tipo y que requieran un complemento
fijo de trabajadores por maquina.

Una representacion grafica de la funcion de
produccion de proporciones fijas es la siguiente:

X2 Aumentala
utilidad

Disminuye

X1

Figura 2. Funcion de Produccion de Proporciones Fijas.

Fuente: Nicholson (2007).

Funcion de produccion de Leontief

Un caso especial de funcion de produccion fue
enunciado por Leontief. Sise supone que una funcion
de produccion tiene la siguiente presentacion:

(7) q=ftk))=k+1+2(k*])

La funcidén exhibe rendimientos a escala:

(8) f(th,tl)=th~+tl+2tNki=tf(k,])

Con respecto a las productividades marginales,

podemos encontrar que estas se representan para el
caso del capital:

fe=14+Gy08
©) L

y para el caso del factor trabajo:

k
=1 _\—0,5
o T
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Estas productividades marginales presentan dos
caracteristicas. Por un lado son positivas y por otro
lado, son decrecientes. La tasa técnica de sustitucion
depende de la proporcion de ambos factores:

1+(%)-0s
rTs =0 -0
fe 147705

(11)

La tasa técnica de sustitucion presentard una
disminucion en la medida en que disminuye la
relacion entre capital y trabajo (k//). Las isocuantas
presentan una forma convexa. La representacion
grafica de la funcion de Leontief se comporta como
una pirdmide que reduce su proporcion con respecto
a los factores productivos. A continuacion podemos
encontrar su representacion grafica:

Figura 3. Funcion De Produccion Leontief.

Fuente: http://www. Leontief.png {550 x 354 pixels, file size: 53 KB, MIME type: ima-
ge/png)

Funcion de produccion CES

Esta funciéon, fue introducida por Arrow,
Chenery, Minhas & Solow (1961) y se encuentra
determinada por la siguiente ecuacion:

14
(1) 4= D) = [k¥ + 1P

Para los casos en que:

(13) p<L,p#0yy<I

En el caso en que y > 1, encontramos que la
funcion tienen rendimientos crecientes a escala y
en el caso contrario, cuando es menor a 1 tendra
rendimientos decrecientes. La tasa técnica de
sustitucion para el caso de esta funcion esta dada
por:

(14)

v Y-r -1
—kqV xp = I k
TTS = fi_ o = [E]p—l = [T]v—l
fr g** q v =pkP-1

Cuando esta funcion se expresa con muchos
factores, tenemos que se enuentra determinada por:

= - -E, < 1.
(15) q [Zﬁlxl]?’p

Esta funcion cumple con las
condiciones:

siguientes

» Para cada nivel de produccion, esta funcion
tiene rendimientos constantes a escala siempre que
e=1 y en el caso en que e >1, presenta rendimientos
a escala crecientes.

* La productividad marginal es decreciente
para cada factor p < 1.

e La elasticidad de la sustitucion de factores,
(para dos factores), es igual a:

4
O'—l_p

(16)

La cual es igualmente admisible, cuando existe
sustitucion entre ambos factores. Habiendo hecho
esta breve presentacion de lagunas de las mas
reconocidas funciones de produccion, se presenta
a continuacion una breve exposicion sobre los
planteamientos de Dirac.
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Los Preliminares de Dirac.

En principio, Dirac (1928) busca encontrar una
compatibilidad entre la mecanica cuantica descrita
en principio por Schrodinger y la relatividad
espacial. Dirac, parte de la ecuacion de Schrodinger
para un electron en un campo electromagnético. La
ecuacion es la siguiente:

L 0W

Donde:

Y= Ecuacién de onda de la materia .

i= unidad imaginaria .

h=Constante de Planck, dividida entre 2w o
constante de Dirac .

H= Hamiltoniano dependiente del tiempo en
general, el observable corresponde a la energia del
sistema .

t=tiempo.

En términos generales, lo que realizd Dirac,
fue sustituir en esta ecuacion, las variables clasicas
por los operadores, de tal manera que tomando
la ecuacion relativista para la energia y teniendo
en cuenta que la Energia E — 140/ oty p = -iAV.,
encontro6 el impulso observable:

(2) E= \/(m2 c+c? p?)

Una primera sustitucion de (2) en (1), tendria el
siguiente acercamiento:

., W
th— = Jm?c* — (hc)2V2Y¥

3)

Mediante el desarrollo de la raiz del lado
derecho, se obtiene una ecuacion que es la siguiente:

(4) E2=m204+02p2

De esta ecuacion se obtiene la ecuacidon de
ondas:

2
z = W)= ¥
(5) € at

Esta ecuacion es conocida como a ecuacion
de Klein-Gordon. Dirac (1928), toma la decision
de mantener la primera derivada temporal junto a
las derivadas primeras espaciales. Esto supone la
utilizacion de la ecuacion (1) de este apartado. La
ecuacion que surge es entonces:

3
H = agmc? + Z a;cp;
(6) =t
Donde "’ % el valor negativo de la raiz de

-1 por la constante de Dirac derivada de la cual se
espera que:

(1) H=meP+Y, ()

Los coeficientes a, evidentemente no pueden
ser simples numeros, ya que igualando cuadrados se
obtienen las siguientes condiciones:

(8) a2ﬂ=1 ©u=0,1,2,3
9) oo taa=0  uFv

Dirac (1928), define el anticonmutador entre
dos operadores A 'y B como:

(10) {A,B}=AB+BA

Las ecuaciones (8) y (9), pueden resumirse de
la siguiente manera:

(11){% o} =20u,v

Estos operadores se pueden representar como
matrices de tamafio nxn, mientras que \y no se puede
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considerar un escalar, sino que es un vector de n
dimensiones:

Yy (7, t)
=] .

(12) Un(r, )

Estamatriz se conoce como espinor. Lo esencial
en este planteamiento es la forma en que descubre
los denominados anticonmutadores {A,B}=AB+
BA y como se relaciona con la resolucion para el
caso de matrices, hasta determinar el tamano de
estas matrices.

Planteamiento para dos factores productivos.

En principio, se supondra la existencia de dos
(2) factores productivos a saber, capital (K) y trabajo
(L) . Supondremos ademas que ambos factores
tendran crecimientos exponenciales, de tal manera
que:

(1) Q= [Kp + LP]E

Donde:

Q=nivel de produccion.

K=factor capital.

L= factor trabajo.

p=rendimiento exponencial de los factores
productivos.

Es importante aqui introducir la siguiente
restriccion. Teniendo en cuenta que el capital y el
trabajo no seran en ningin momento y bajo ninguna
forma eficientes, ni en un sentido paretiano, ni desde
el punto de vista de las elecciones racionales, el
valor p, no podra ser en ninguno de los casos igual o
superior a 1. Entonces:

@) Q =[KP+ LP]?

Sujeto a:

3 p<l

Por otro lado, podemos afirmar que la
produccion es igual a un coeficiente de rendimiento
del capital, multiplicado por dicho factor, sumado
con un coeficiente de rendimiento del trabajo
multiplicado por el factor trabajo. De tal manera
que podemos expresar esta segunda entidad de la
siguiente manera:

(4) O=aK + bL
Donde:

Q=nivel de produccion.

a=coeficiente de rendimiento del capital.
K=factor capital.

b=coeficiente de rendimiento del trabajo.
L=factor trabajo

Supondremos ademads, que los coeficientes
del rendimiento de ambos factores representan
su elasticidad, pero tendremos en cuenta, al igual
que en la ecuacion (4), que estas elasticidades
seran inferiores a 1, por cuanto no existe un
aprovechamiento intensivo y eficiente de tales
factores. Por tanto:

(5) a<1
(6) b<1

Aqui, ademas, no supondremos su
homogeneidad como en la ecuacion Cobb-Douglas.
Si ahora igualamos las ecuaciones (2) y (4),
tendremos la siguiente expresion:

Podria afirmarse hasta aqui que esta igualdad
implica rendimientos crecientes de los factores
capital y trabajo, pero no eficientes. Por otro lado,
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debemos introducir en el modelo la siguiente
consideracion. Entre mas significativos sean los
rendimientos del trabajo y del capital, menor sera
el rendimiento de la sumatoria de ambos factores de
tal manera que se tengan en cuenta las economias
de escala en largo plazo. Sin embargo, se bebe
tener en cuenta la siguiente consideracion. En algun
momento, el uso de los factores implicaria que los
rendimientos, tanto del capital como del trabajo,
se igualaran al rendimiento conjunto de ambos
factores.

Si esto es aceptado, tendremos la siguiente
situacion para un crecimiento de los factores
productivos con exponente dos (2):

@ K2+ I2]z = aK +bL

Que puede expresarse también como:
(9) VK?*+1?) = aK + bL

Esto es precisamente la expresion de Dirac. Para
cada uno de los casos de crecimiento exponencial
igual o mayor a 2, tendremos:

[K® + L*]3 = aK + bL
[K*+ L*F = aK +bL

(HD[KQ+-HHE: aK + bL

Para toda q mayor a 2.

(11) q>2

Vamos ahora a establecer la soluciéon para la
situacion en la que los rendimientos de los factores
productivos y el incremento exponencial de ambos,
se considera como su cuadrado, es decir, tal y como
se expresa en la ecuacion (8):

2 Zi_

Si suponemos que aK+bL, elevado al cuadrado
iguala a la suma de ambos factores elevados a un
exponente de crecimiento, tendremos la siguiente
expresion:

(13) K*+ L°= (aK + bL) (aK + bL)

Si resolvemos el lado derecho de la igualdad,
tendremos la siguiente expresion:

(14) K+ L?= @’ K*+2 aKbL+ b’ L?

Es decir, la sumatoria de los cuadrados de los
factores productivos son equivalentes a la elasticidad
del capital elevado al cuadrado y multiplicado por el
valor del factor elevado también al cuadrado mas
dos veces la multiplicacion de ambas elasticidades
y los factores productivos. Finalmente se suma la
elasticidad del trabajo elevada al cuadrado por el
factor trabajo elevado al cuadrado.

Aqui, es donde la situacion encontrada es
contradictoria, ya que para que la ecuacidon sea
igualable, supondria que las elasticidades del capital
sean ambas iguales a 1 y que sean a su vez iguales
a 0, para el caso de la expresion 2aKbL. Es decir:

Esto es contradictorio para los siguientes
supuestos o condicionamientos. En primer lugar,
que ambas elasticidades no pueden representar a
su vez valores a=b=1 y a=b=0; y por otro lado, el
supuesto de que ambas elasticidades son inferiores
a 1. De tal manera que no se cumple que:

a<l
b<1

(17)
(18)
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Aqui, la tenaz apreciacion de Dirac, adquiere
vital trascendencia por cuanto tenemos que
considerar la siguiente situacion: supongamos que la
multiplicacion de las elasticidades de ambos factores
difiere de la siguiente manera. La multiplicacion del
valor de la elasticidad del valor trabajo, es diferente a
la multiplicacion del valor trabajo por la elasticidad
del capital, es decir :

(19) ab+#ba

Este nivel de abstraccion, supone ubicarnos en
otro nivel, ya que si volvemos a la ecuacién (13):

Podemos expresarla de la siguiente manera:
QD VK + L? = a® K*+ KL (ab+ba) + b? L2

Es decir a=1; b=1 y (ab+ba)=0. Para que esto
se cumpla, tendremos que ubicarnos en el algebra
matricial, a saber, suponer que tanto a, como
b, es decir, las elasticidades de ambos factores
corresponden a matrices. Consideremos una matriz
expresada para a y b, como:

a_(all alz)
A1 dpp

Para este par de matrices se encuentra que
ambas elasticidades no tienen solucion. Para una
matriz de 3x3 de la siguiente manera:

y b= (bll blZ)

(22) by1 by

(23)
Q17 Qg2 U3 by by by
a=|(0q Gz Q3| y b=|by by by
31 A3z Q33 bs; by, big
La situacion que se encuentra para una matriz

de 3x3 no presenta ninguna solucion. Pero para una
matriz de 4x4, como la siguiente:

(24)

A1 Q12 Q13 Qg by bz bz by,
a= dz1 Gz Gz Qpg y b= by1 bya baz by

dz1 Q3 A3z d3g b3y b3y b3z bsy

A1 Qg (43 Qgq byy by byz by

La solucion encontrada para estas dos matrices
es la siguiente :

(25)
000 1 10 0 0
a=(00 10} o, 01 0 0
0100 00 -1 0
100 0 00 0 -1

Si ahora multiplicamos la matriz a, es
decirla elasticidad del capital por el factor capital,
tendremos:

(26)
00 0 1 0 0 0 K
L0010}, _[00 KO
0100 0 K 00
100 0 K 0 0 0

Si a?= b%*= 1, entonces la matriz que expresa
esta solucion es la matriz identidad con 1 en su
diagonal:

o O O
o oo
o= OO
- O O O
o O O
o oo
o = OO0
_ o OO

Y si se supone que (ab+ba)=0, entonces:

oo OO0
[N ool
oo oo
=N ool
<
[l el e T an]
(= e e T an]
OO0
== No)

Y si multiplicamos la matriz b, es decir, la
elasticidad del factor trabajo, tendremos:
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(27)
1 0 0 0 L 0 O 0
0 1 0 0 0 L O 0
b= * ][, =
0 0 -1 0 0 0 -L O
00 0 -1 0 0 0 -L

En este sentido, la suma de las elasticidades de
los factores, puede expresarse como la sumatoria de
las matrices aK + bL, de la siguiente manera:

(28)
0 0 0 K L0 0 0
[0 0 k o {o L o o
aK =109 k o of  PL=lo 0o —L o
K 0 0 0 00 0 -L

De tal manera que obtenemos:

L 0 0 K

|0 L K 0

akK + bL = 0 K —-L 0
K 0 0 -L

(29)

La ecuacion (13), puede expresarse en términos
de matrices de la siguiente manera:

(30)
K2+1? 0 0 0 L 0 0 K
0 K2+41? 0 0 {0 L K 0
0 0 K2+12 0 0 K -L 0
0 0 0 K2+1? K 0 0 -L
Esto es equivalente a:
(31)
K412 0 0 0 L 0 0 K\°
0 K241? 0 0 |0 L K 0
0 0 K*+12 0 | |\0 K -L 0
0 0 0 K2+12 K 0 0 -L

El determinante de la matriz aK + bL, es
equivalente a:

Det = K3- 4K 1>+ 6K* L*+ 4K L5 + L*

Cuyo resultado contribuiria a determinar el
peso relativo de las factores productivos obre cada
una de los datos de capital y trabajo.

Resultados

En el siguiente cuadro encontramos un ejemplo
numérico de los paises referenciados para el afio
1998:

Cuadro 1. Determinante de la Interaccion de los Factores Productivos con Relacion a

Estados Unidos.

Determinante
(K® —4K®L? + 6K*L* +
Pais 4K?18 + L8)

Estados Unidos 13
Canada 13,14
Japon 36.41
Finlandia 15,89
Reino Unido 2,73
Corea del sur 3.4
Mexico 0,31

Peru 0,34
India 0,04
Kenia 0,03
Tanzania 0,01

Fuente: Construccién propia sobre los datos de Aten, Heston & Summers (2002), Ber-
nanke & Giirkaynak (2001), Baro & Lee (2000).

En la siguiente gréafica, encontramos el
determinante para cada uno de los casos, como se
observa Japon, Canadd y Finlandia, presenta un
determinante de factores productivos mayor que
el de Estados Unidos, lo que supone una mayor
intensidad en el uso de ambos factores. Sobresale
Japon, con un determinante que casi triplica el de
Estados, pero el mismo presenta similares valores
para Finlandia y Canada.
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Canada

Corea del sur
Estados Unidos
Finlandia

India

Japon

Kenia

México

Perd

Reino Unido

Tanzania

Figura 3. Valores del Determinante de Valores Productivos para Varios Paises.

Fuente: Autor sobre los datos de Aten, Heston & Summers (2002), Bernanke & Giirkaynak (2001), Baro & Lee (2000).

Factores productivos e interproduccion.

En la siguiente tabla, se encuentra la relacion existente entre el aprovechamiento de factores productivos,
de diferentes paises con referencia a los Estados Unidos para el mismo afio:

Cuadro 2. Output, Factor de Acumulacion y Productividad con Relacion a Estados Unidos.

Capital
fisico por Capital Exictireside
Output por trabajador, Humano por Producion Productividad,
Pais trabajador, y k trabajador, i s A

Estados
Unidos 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
Canada 0,7600 1,0200 0,9800 0,9900 0.7700
Japon 0,7400 1,3700 0,8700 1,0000 0,7300
Finlandia 0,7100 1,1400 0,8900 0,9600 0.7400
Reino Unido 0,7000 0,8000 0,8200 0.8100 0.8700
Corea del sur 0,4400 0,7500 0,9200 0,8600 0.5100
Meéxico 0,3200 0,3600 0,7400 0,5800 0.5500
Perta 0,2000 0,2400 0,7700 0,5200 0.3900
India 0,0860 0,0470 0,5500 0,2400 0.3500
Kenia 0,0410 0,0210 0,5300 0,1800 0.2300
Tanzania 0,0150 0,0190 0,4500 0,1600 0.0940

Fuente: Autor sobre los datos de Aten, Heston & Summers (2002), Bernanke & Giirkaynak (2001), Barro & Lee (2000).

Si se desea hacer una comparacion de la productividad que se encuentra entre paises, se debe dividir cada
una de sus funciones de produccion. De tal manera que en la ecuacion cuatro (4), el primer término del se-
gundo miembro multiplica el cociente entre las productividades. Como resulta obvio, si ambos paises pre-
sentan la misma acumulacion de factores, el cociente entre sus niveles de produccion seria igual al cociente
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entre los niveles de acumulacion de factores. Esta es la ecuacion de comparacion interproduccion:
(4, (Kﬁ*hs-“)

= a,.pl-a

y; NS \Kjeh;

Esta, permite medir las diferencias de productividad, teniendo en cuenta que dos de los tres términos
pueden observarse directamente. Dicha ecuacion cumple con las siguientes condiciones, a saber:

(1)

i) Entre mayor sea el cociente entre los diferentes niveles de produccion la diferencia en la productividad
sera mayor.

ii) Cuanto mayor sea la diferencia de acumulacion entre factores productivos en ambos paises, menor
serd la diferencia de productividad encontrada.

La siguiente ecuacion compara mediante una razon, las productividades de ambos paises como una
razon equivalente entre la produccion de ambos paises dividido en el uso y acumulacién de los factores
productivos. El peso especifico de los factores productivos en cada pais haré que disminuya la productividad,
siempre y cuando se observen niveles de produccion relativamente estables.

Vi

() = e

4 (K?*h%"“)
Kj-(*h}_a

2

Asi, el crecimiento econdmico desde una perspectiva neocldsica, se ha concentrado en modelos que
han estudiado la relacion entre estos factores productivos. A continuacidon encontramos el comportamiento
del Output por trabajadora, el capital fisico por trabajador, el capital humano por trabajador, los factores de
produccion y la productividad, con el pais de referencia Estados Unidos, de acuerdo a los datos del cuadro 2:

Finlandia
Reino Unido
Tanzania

Corea del sur
Estados Unidos:

_ Qutput por Trabajador _Capital Fisico por Trabajador
_ Capital Humano _ Factores de Produccién
_ Productividad

Figura 4. Valores del Output, Factor de Acumulacién y Productividad con Relacion a Estados Unidos.

Fuente: Autor sobre los datos de Aten, Heston & Summers (2002), Bernanke & Giirkaynak (2001), Barro & Lee (2000).
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Por ejemplo, Lucas (2002), al analizar el
modelo de crecimiento presentado por Solow y
Denison (1961), sobre el crecimiento de los Estados
Unidos afirma:

Las principales contribuciones del marco
neoclasico, mucho mas importantes que sus aportes a
la claridad de las discusiones puramente cualitativas,
surgen de su capacidad para cuantificar los efectos de
diversas influencias del crecimiento...los supuestos
claves estan relacionados con la movilidad de los
factores: ;pueden la gente y el capital moverse
libremente? Lo mas facil es empezar por el supuesto
de no movilidad, porque entonces podemos tratar
a cada pais como un sistema aislado...En este
caso, el modelo pronostica que los paises con las
mismas preferencias y tecnologia convergeran hacia
niveles idénticos de ingreso y tasas asintéticas de
crecimiento.

La suposicion de que los factores productivos
no se mueven entre paises, disminuye la versatilidad
de los modelos neocldsicos, ya que el analisis
de la productividad de cada pais, estaria sesgado
por la incuestionable realidad del comercio y la
posibilidad de movilidad de los factores en las
economias poscapitalistas. En este sentido, si bien,
el presente andlisis se sustenta en la apreciacion
de factores productivos endogenos, no deja de
considerar el hecho fundamental de la importancia
de lamovilidad de factores. La anterior aplicacion se
sustenta en la importante formulacion propuesta por
Dirac (1928), e intenta de alguna manera, acercarse
a una interaccion entre capital y trabajo, tratando de
contribuir de manera significativa a un avance en el
entendimiento de la relacion entre ambos factores.

Discusion

Estas ecuaciones, resueltas brillantemente por
el fisico, tienen similitudes con algunas funciones
de produccion y podria afirmarse que la solucion
encontrada por Dirac puede contribuir al analisis
de la relacion de los factores productivos: capital y
trabajo. El ejemplo utilizado, explica una posicion de

ventaja ocupada para los Estados Unidos y Japon con
respecto a otros paises. Sin embargo, vemos un valor
importante del determinante en Canadé y Finlandia.
Desafortunadamente, paises como Tanzania, Peru,
México y Kenia tienen un determinante con un
valor inferior a 0. La clasificacion con respecto a
la medida cuantitativa sobre la relacion entre los
factores productivos muestra un mejor nivel en
paises con ingresos altos frente a paises con bajos
niveles de ingreso. El factor determinante serd una
oportunidad para investigar sobre la eleccion del
factor mas importante en cada pais.

Por otro lado, el estudio de las interacciones
entre factores, también puede convertirse en un
mecanismo de relacion interdisciplinaria entre
fisica y economia, dejando de lado la relacion
tradicional entre ambas disciplinas, que se ha
centrado principalmente en el analisis estocastico de
precios, su relacion con el movimiento. Browniano
y el andlisis discreto y complejo. Por otro lado, es
una forma analdgica de evidenciar interacciones
entre modelos de ambas ciencias, con el objetivo
de contribuir al desarrollo econdomico, sin descuidar
los fundamentos esenciales de la ciencia econdémica,
en términos de las funciones de produccion
tradicionalmente aceptadas y estudiadas.

En términos generales, se puede afirmar que las
matematicas proveenuncampo especial deanalisisen
la relacion entre factores productivos y preliminares
de Dirac. Sobre esta interdisciplinariedad afirma
Rojas-Gomez (2017):

La interdisciplinariedad en las ramas de las
matematicas estd a la base de la introduccion de los
objetos matematicos necesarios para desarrollar una
teoria matematica, la manera como la preparacion en
el analisis, el algebra, la geometria y porque no, la
fisica; como éstas se definen y se integran permite
una especializacion superior, sea para enfrentar una
carrera universitaria técnico - cientifica, sea
para enfrentar un mundo social basado en la
innovacion tecnoldgica que nos exige la necesidad
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de enfrentar generaciones que aprenden en una
manera veloz y hacen uso de instrumentos tecno-
logicos avanzados que propician un aprendizaje
simultdneo y necesario ya que el utilizo de los
mismos instrumentos requiere un aprendizaje que
esta a la base (Rojas Goémez, 2017, p. 52).

Con relacion especifica a la posibilidad de
proyeccion del presente trabajo a espacios como el
colombiano y en general de paises en desarrollo,
es importante reconocer que la profundizacion en
aspectos interdisciplinarios, puede contribuir de
manera significativa a evaluar de forma heuristica,
elementos relativos a la incorporacion de factores
productivos en la mejora de la estructura empresarial
en sus capas micro, mediana y corporativa, asi como
en el avance interno en la innovacion y creatividad
enfocados al mismo proceso.

Si bien el presente documento hace referencia
a una posible limitacion del ejercicio por haberse
centrado en el ano 1998, la incorporacion de
factores productivos no involucra un punto de
quiebre sostenido formalmente, sino que implica
avances en diferentes areas de la produccion que
puede extenderse a periodos posteriores.
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