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Resumen: En este articulo se pretende aplicar el operador g-integral fraccional
Palabras clave generalizado de tipo kober establecido por Castillo y Galué, a la analoga basica de la
funcion hipergeométrica generalizada. Usando la representacion en serie del operador
y de la analoga basica de la funcion hipergeométrica generalizada se obtiene un nuevo

Analoga basica de la , ; , .
08 sica de resultado, al cual, después de hacer cambios adecuados en sus parametros, se verifica

funcion hipergeometrica que contiene formas generalizadas de las integrales g-fraccionales de las funciones
generalizada, hipergeométricas basicas e, (x), E, (x) S0 (x:q) I (x:q), L (x;q), P“P (x;q),W,
Aplicaciones, Calculo (x;b,q).S, (x;p,q) y varias g-funciones elementales. Tales resultados constituyen una

Q-fraccional, Operador nueva tabla de integrales, la cual generaliza a las establecidas por otros investigadores.
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Abstract: This paper aims to apply the generalized fractional g-integral operator of the

Keywords

Kober type established by Castillo and Galué, to the basic analogue of the generalized

hypergeometric function. Using the series representation of the operator and the basic

Basic analogue

of the generalized
hypergeometric
function, Applications,
Elementary and Special
Q-functions, Fractional

analogue of the generalized hypergeometric function, a new result is obtained, which
by making appropriate changes in its parameters, is verified to contain generalized
forms of the g-fractional integrals of the basic hypergeometric functions e (x), E, (x)
S xq) J P (x:q), LY (x:q), PP (x;q9).W, (x;b,q).S, (x;p,q) and several elementary
g-functions. Such results constitute a new table of integrals, which generalizes those
established by other researchers.

Q-integral operator,
Q-fractional calculus.

Introduccion

Muchos investigadores han considerado y
desarrollado operadores en g-calculo, los cuales han
sido establecidos como los andlogos basicos de los
bien conocidos operadores de calculo fraccional y
han sido aplicados a las g-funciones para generar
tablas de integrales. El operador g-integral fraccional
de Riemann-Liouville fue aplicado a ciertas
g-funciones hipergeométricas (Yadav & Purohit,
2004) y luego, (Kalla et al., 2005) lo aplicaron a la
andloga basica de la funcion H de Fox, derivando
como casos particulares del resultado principal,
resultados que incluyen g-funciones elementales
y especiales. El operador g-integral fraccional de
Kober ha sido considerado y aplicado por varios
investigadores: (Saxena et al., 2005) lo usaron para
establecer una extension de la andloga basica de la
funcién H de Fox y derivar varios casos especiales,
(Yadav & Purohit, 2006) lo aplicaron a ciertas
funciones hipergeométricas basicas y (Yadav et al.,
2007) consideraron el mencionado operador y lo
aplicaron a la funcion hipergeométrica multiple; del
resultado principal derivaron varios casos especiales
que involucran a analogas bésicas de las funciones
de Lauricella y Kampé de Fériet. Maés tarde
(Delgado & Galué, 2008) definieron el operador
L y lo aplicaron a la analoga basica de la funcion
H de Fox para establecer una tabla de integrales.
Posteriormente (Galué, 2009) define el operador
g-integral fraccional de Erdélyi-Kober generalizado

ylo aplica a la andloga basica de la funcion H de Fox;
de este resultado se deriva una tabla de integrales
para varias g-funciones. Nuevamente (Yadav et
al., 2010) consideraron y aplicaron el operador L
a la analoga bésica de la funcion hipergeométrica
multiple, dedujeron un importante resultado que
posteriormente fue usado por (Galué, 2012) para
obtener el operador g-integral fraccional L de la
funcion hipergeométrica generalizada rgs(-). Del
resultado principal, derivo varios casos importantes
que incluyen funciones especiales. Recientemente
(Castillo & Galué, 2020) definieron el operador
g-integral fraccional generalizado de tipo Kober que
contiene la funcion hipergeométrica de Fox-Wright
y luego (Castillo & Galué, 2022) lo aplicaron a la
analoga basica de la funcion H de Fox, derivando
como casos particulares del resultado principal,
resultados que incluyen g-funciones elementales y
especiales.

q-funcion hipergeométrica generalizada
Laanéloga basica de la funcion hipergeométrica

generalizada rFs(-) fue definida por Heine mediante
la siguiente expresion Gasper & Rahman (2004):
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(a; @) (e @), = (a5 9),

T(pS(al,az, oo, by, by, ..., b q,z) = Z (
U‘H
n=0

D, (b1 ) (b2;q), = (b q),

(0@

con (721) =n(n—1)/2.,donde q¢ # 0 cuando r > s + 1.

Laserie rps(-) es finita, siuno de sus pardmetros
en el numerador es de la forma q™;

m=1,2,...; ¢ 70 dado que (¢™; ¢g),= 0 para
n=m+1,m+2,.....

En (1) se asume que los parametros b ,b.,...,b,
son tales que los factores del denominador en los
términos de la serie nunca son cero, y satisfacen los
siguientes criterios de convergencia:

Si 0<|q/<l, la serie rps (a,a,...a; b,
b,....,.b;q,z) converge absolutamente para todo z si
r<syparal|z] <1 sir=stl. Esta serie también
converge absolutamente si [q>1 y |z[</bibz. ...b,
/aaz ... a_|.

Laseriergs(a ,a,,...,asb ,b,,....b ;q,z) diverge
para z#0 si 0<|q|<1,r>s+1 y si|g>1y |z]>[bibz ... b,
[/laiaz ... a_|, a menos que termine.

La importancia de esta funcioén radica en el
hecho de ser solucion de la ecuacion diferencial
hipergeométrica generalizada propuesta por Gauss,
ademads, existe una gran cantidad de aplicaciones
encontradas el fisica, quimica y ciencias de la
ingenieria. A continuacion, se aprecian distintas
funciones g-eclementales y q-hipergeométricas
contenidas en dicha funcion. Es suficiente con
hacer cambios adecuados en los parametros de esta
para derivar los siguientes casos particulares que
contienen funciones elementales y especiales:

i. Las dos funciones g-exponenciales, Gasper
& Rahman (2004).

e,(%) =;(qu=m= 190(0; —; ¢,x), |x| < 1. )
2, g2y
B() = ) T = (=xi0). = 090(i =i, =) il < 1 ®

El resultado (2) se deduce haciendo r=s+1,a, =
b,i=1,2,....sya = 0. De igual manera se obtiene
(3), tomando r=s,a=b,i = 1,2,""",s.

Note que los resultados (2) y (3) representan
respectivamente las analogas basicas de las
funciones exponenciales f(x) =e* yf(x)=e™

Mediante procedimientos similares al anterior,
es posible obtener los siguientes resultados:

Analogas basicas de las funciones de Bessel,
Gasper & Rahman (2004).

Eco matematico ISSN: 1794-8231 (Impreso), E-ISSN: 2462-8794 (En linea) Volumen 14 (1) Enero-Junio de 2023, paginas 71-80



Jaime Antonio Castillo-Pérez, Leda Galué-Leal 74

('u+1J )oo o
f&”(&@—ﬁ(z) 2@1(0;0;(; La, j:) 0<g<1 (4)
2 v+l
(2)(x q) (q t;)'?)w( ) 0 1( . 'v+1 .q, x:r )’0<q<1 (5)

iii. Analogos basicos de los polinomios de Laguerre, Gasper & Rahman (2004).

qa'-l-l QD
L5Geq) = % 1™ q" g, —xqT). (6)
iv. Analogos basicos de los polinomios menores de Jacobi, (Srivastava & Agarwal,
1989)
PP q) = @ D 2¢1(q™, ¢ 07 g, xq). ™)
(@ Dn

V. Los polinomios de Wall, Gasper & Rahman (2004).

n{n+1)
Waib,q) = (~1)"(b;0)nq 2 21(a ", 0;b;q,x). (8)
vi. Los polinomios generalizados de Stieltjes-Wigert, Gasper & Rahman (2004).

Su( @) = (—1)"(0; )ng "™V 2191 (a7 p; ¢, —q ™ %x). (9)

Los anteriores resultados serdn usados para deducir la nueva tabla de integrales que se pretende presentar
en este trabajo.

1.2 El operador I" )

Recientemente (Castillo & Galué, 2020) presentaron el operador g-integral fraccional de tipo Kober
que contiene la analoga basica de la funcion hipergeométrica de Fox-Wright en la siguiente forma:

n [p; (M! 1): (aiJAi)lﬂ"—l] f( )
X
e (Bf’BI‘)Lr—l

x—p—l P TIP*S [(al:Al)J'-':(ar—le‘r—l)'(_My 1) :qnglf(t)dqt' (10)

=——= |t
Fq(M‘l‘l)O (;81:81);(_62JBZ)J"'J(ﬁSJBS)
AI,B € R*, Re(a;) > 0,Re(B;) > 0;i=1,...,T1—1,j=1,...,5,
r—1
t
ZBJ-—ZAE2O,MeNo,nEN,pec,Ocqél,H<1.
j=1 i=1
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La ecuacion (10) representa un operador de
integracion qg-fraccional cuyo nucleo es la analoga
basica de la funcion hipergeométrica de Fox-Wright,
ro" s, las condiciones dadas al mencionado operador
garantizan su convergencia dentro de la region |t/

x|<1. Este operador generaliza al establecido por
(Galug, 2012).

(1-q)

n P, (M, 1)! (aiJAi)l.’r‘—l _
[ ] S L,(M+1)

K (ﬁj’ Bf)1_-,~71

o

% Z GO

k=0

A;, B; € R*,Re(a;) > 0,Re(B;) > 0;i=1,...,7 —

(aerl)J R (a‘r'—lJAT—l)r (—M, 1)
(ﬂl’Bl)r (82’ BZ)J ey (BS’ Bs)

Adicionalmente, usando la g-integral de
Jackson, dada en Gasper & Rahman (2004, pp.
19), establecieron la representacion en serie para el
operador dado en (10) de la siguiente maneral:

lq, q"”‘]f(qu)- (11)

1Jj = 1:---:SJ

r—1

5
MeNo,neN,pec,ZBj—ZAizo,o<q<1,

j=1

i=1

donde el nucleo presente en el operador fue establecido en la siguiente forma

TUI)*S (alJAl)J"'! (a?"—er‘r—l)J(_MJ 1)| ,Z]

M (ﬁl!Bl)J(EZJBZ)J"'J(ﬁs!Bs)
_ Z (@™; @) T2 (@G @) g
k=0 (@ Q)k n?=1(qﬁj; q)Bjk

A;, B; € R*,Re(a;) > 0,Re(B;) > 0;i = 1

r—1

—1
k) E?=1Bj_2f:1 Aj
2 ]

[(1 — g)kql

zF (12)

T —1j=1

RN

S
ZBJ*ZAiEU,MENo,0<q<L|Z| < 1.

j=1 i=1

1.3 Resultado principal

En esta seccién, el operador g-integral
fraccional I"()es aplicado a la funcion x* ¢ (°),
con argumento ax, a €R, es decir,

P, (M, 1), (aiJAi)l'r—l aq, a a.
, A B R 71 3
lq (8,.B),. ]{x u@v[bl,bz,...,b,, q, x|}
El resultado serd usado para evaluar el operador

1" de las funciones g-elementales y g-especiales
de (2) - (9).

En efecto, se desea obtener la g-integral de
tipo Kober para el producto entre una g-funcion
elemental y una g-especial

p,(M,l), (aiJAi)lr—l aq, a a

n ' A 1rH2renes u
Ig (8.B)),. ]{x ufv bl,bz,...,b,,*q’“"]}-

En virtud de (1) y (11), las cuales contienen
representaciones en series convergentes tanto para
el operador como para la g-funcion hipergeométrica,
la expresion dada arriba se expresa de la siguiente
forma
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P, (M, 1),(0.'].:,14::)11?_1 a,,ay,...,a,
!:;' l (Bj: Bj)l,s ]{x uPv [b1, b,,...,b, ;1 4, ax]}

_ (1 _ Q) N (p+1)k * (ﬂfl,Ai),..., (a‘r—lfAT—l)J(_MJ 1) ntk
RO+ 0L YL (B, BBy (BB ]

N (al; q)'m(G'Z; Q)m (au; Q)m m mHrT m
X [(qu)lmzo (@:9) (by; @) (bo; @ = (By; O [(—1) q(z)] (aqu) }

Después de usar (12) e intercambiar las series, con fundamento en su convergencia absoluta se obtiene
p, (M, 1), (e, Ay rg ay,Qg,...,0a
f" A ¥ ¥ s ML -q,
q[ (8,.B)), ]{x uq’v[bl,bz,...,bu q “’*’]}

a3 -M, -1 i s=1 Bi~Eiss 4
_ (1—gq)x (q M, Pw 5:1('?;: q)ﬁa'w [(1 _ q:}wq(‘;}]zl_lﬂj B g™
LW+ DL (@0w [H-u(e®a),,

N (a1; PDm (@25 Qm = (Au; Pm _ymg (%) e m N [ +}l+w+m+1]‘~'}
><[Z (0 @ m(b1; O (b2 Dom - (boi Qim [( D™q ] (ax) kZOQP (13)

m=0

De acuerdo con la expansion g-binomial, establecida en Gasper & Rahman (2004, pp. 7) en

la siguiente forma:

a _ oo (@@n g _ (@X0)w
10 [_ ,q,x] =0 (gane ¥ o Jdxl <= 1,190 < 1. (14)

Considerando en (14) x = g *™*! 5, ¢ — ¢ se deduce lo siguiente

Z qu+A+w+m+1]:: _ (q('o+i+w+m+z:9)m_ (15)
(q(p-l +w+m+1: q)m

k=0
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Sustituyendo el resultado (15) en (13) se tiene

n p, (M, 1), (a;, A;)y e {xl " al,az,...,au_q ax]}
b (8. By), wPv|p by, b, T
M . i s r—
T i o Gt ) T PP O o
LM +1) 22 (4:9)y ]‘[§=1(qﬁ;;q)gjw

nw

N (a1 Dm(az; Om ~ (@; D Cm (M L (qlerdtwimiz gy
[mU(q;q)m(bl;q)m(bzzq)m--- e SR BNCE e {0

(q(p+ﬁ+w+1:q)oo (q(p+ﬂ.+w+2;q)°o :
ara luego aplicar un resultado
(q(p+A+w+1:q)oo (q(p+.1+w+2;q)°o p g p

conocido que permita obtener una representacion compacta de nuestro resultado, en
consecuencia,

Ahora se multiplica (16) por

p, (M, 1), (a;, A -1 a;,a a
¥ A 1 U2y Uy .
i e 5 )
M —
_ 0 -x* N @™ )w 21 @™ Daw [
To(M+1) L2 (g:0)w T15_,(a"; q)ij

s _yr-1
N ()
(a; Dm(Az; Qm  (Qu; Dm [(71)mq(?)] TR (ax)™
m=0 (q, Q)m(blv Q)m(bZJ q)'m " (bv' l?)'m
(q(p+l+w+m+2; q)m (q(p+i+w+1; q)m (q(p+ﬂ+w+2; q)m
x (q(p+1+w+m+1; Qoo (q(p+.1+w+1; Do (q(p+A+w+2; q)m'

Ly L _(@d)e
(@ Dn = Gam q) (17)

se deduce

p, (M, 1), (ﬂfi, Ai)l.r—l 2 aq, s, ...,y
:;[ (JQJ., Bf)l,s ]{x quv[bl;bz,-..,bv ;q,ax]}

M - : s iz
B (1- q)xa (@™; @)w [TiZ1 (g5 Q)Aiw [(1 B q)wq(v;)]Ej=1Bj—Ei=fAr e
LM+ 4 (@D 15,(a%:a),

J.'W

o (al; Q)m(az; Q)m . (au; q)m m (1;1) 1+v—u "
§ mz NN we e (Ui INCS
@ @ (@ @) e (45 Do

X @z ) (@ q) (4 )

y al usar nuevamente (17) y (1) se obtiene

p! (M, 1)! (aiJAi)l.T‘—l aq,Ao,...,0y
w5 )
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M — B
_ Tle+a+1)x? (@™ @) ITiZ1 @5 @ aw (@5 ),
LM+ DT (p+A+2) &2 (@) T15_,(a"s; q)B]w (qler4+2;:q),

w1 5y=1 Bj=Ti=1 A @ a @, gPtAtwil
1, U200y qu .
x [(1 — q)Wq(z)] qnwu+l(,0p+1 |:b1’ by,..., bv'qp+;1+w+2 ;q, ax].
Haciendo
. T,(o+21+1) (@™ @)y 12 @%@ apw (@915 q),,
w,

T, M+ DL, (p+2+2) (@ @)w IE . (aP;q). (@P2%q),
=1 Bjw

w1 Zi=1 B~ ZI01 4
X g™ [(1 - q)""q(z}] , (18)

se tiene

I

p. (M, 1), (a;, Ay 2 ay, Az, ..., 0y
[ (B1.B1), . (oo by, by, ..., by, a.ax]}

M
prA+wii
1 aq,Az,...,0,,q
=X a . q,ax 19
E w.q Pl [bl b, b, q"'+‘1+w+2 1 q, (19)
= s 02,0, Dy,

A;,B; € R*,M € Ny, Re(a;) > O,Re(B;) > 0;i=1,...,1 —1,j = 1,...,5,
neENadleRRe(p) = —-1—-A4,-2—A,...; b,by,....0,=qg ™ m=0,1,..

r—1

s
ZﬂjsziEO,(){q{l.
j=1 i=1

La ecuacioén (19) representa el resultado principal que se queria obtener.

Casos particulares:

El operador g-integral fraccional generalizado de tipo Kober, que contiene la analoga bésica de la
funcion hipergeométrica de Fox-Wright de la g-funcion elemental x* e, (x), se deriva directamente de (19),
haciendou = v + 1,a/= bj,j =1,..va, =0 a=1, paratener

M
p, (M, 1), (a;, Ai)lr_l] 0 0, gPritwH
mn ' ool g x :xﬂZa (p[’ -qx].
q R 1%0 b w,q 2¥1 A+w » M
(B]’B])Ls { [_ ]} == grrirwre
Dado que los pardmetros iguales en el numerador y denominador se simplifican. De acuerdo
con (2) se obtiene

n P, (M; 1): (a'il Ai)l;rfl A
i we, e
M
— x" Z Qg z¢1(0’qp+ﬁ.+w+l; qp+;1+w+2; q,x)

w=0

A, By € R*, M € Ny, Re(;) > 0,Re(fj)=0;i=1,...,r—1,j=1,...,5,n €N,

r—1

.ELER,Re(p)¢7171,727.1,...;ZB]-72A,;20,0 <q<1lx|l<1.
=1 i=1
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Mediante un procedimiento similar, se obtiene el operador g-integral fraccional generalizado de tipo
Kober que contiene a la andloga basica de la funcion hipergeométrica de Fox-Wright de las g-funciones

mostradas en la Tabla 1.

Tabla I. El operador g-integral fraccional 1 (+) de algunas g-funciones

fx) o P (M, 1), (e, A1 -1 700 No
X
i (-311 ‘%)l‘,‘_l
x Le+A+0 o [(al,m...,(ur_L.A,-_.). (ptatwtil) (M1, qﬂ] 20)
L (M + 1)l (p +2+2) "™ s+ (B, By)reoos (B B (p+ A+ w + 2,1) ’
xie, (x) M ) 3 21)
! Z Awg 94 (0, gfHHHwel; gerdiwts; g x)
w=
XAEq (x) i v +A+w+1 +A+w+2 (22)
X Z ] 191(q° igq” S g, —x)
w=0
Aplty e = +1 M (23)
L WxGa) | (7). , , x
v W(\&/Z)vxj Z aqu 3@2(010- qp+j+u+ii qvfi'q,ﬂ+l+u+2; q _Z)
P w=0
A2 e 1 M vl 24)
LU NxGa) | (@Y ). ) , xq
v W(vf;/zjuxl Z nw,q lwz(q,ﬂ+)+u+l:qvi'llqp+]+u+2:q,_T')
P w=0
Ay ]
XL (% q) otl, (23)
n (Q(q.q)‘ﬂn <A Z Qg 2020077, qp+)+w+lj g™+, qp+a1+w+2; a _an+n+J.)
T w=0
Aplalie | ] M 26)
x'P (xq) | (@5 q) _ . (
n o L Z Gug 202(a B gEHBII e AW, qakl gprAtwid g vg)
T w=b
A M
x W (x; b, q) ntl 27
(71):1 (b; q),,q"(TJXA Z g 302 (q—nJ 0, qp+2+w+l: b,q‘”“”"”; q x)
w=0
f E
x"5,(x;p.q) 2nt1 3 (28)
(1" (piq)ag " % Z“w.q 202(a 7", g7 AT p g PR g, g™ )
w=0

Conclusiones

Dentro de las principales conclusiones
asociadas a este trabajo estan las siguientes:

Es posible aplicar el operador 1'()a la analoga
basica de la funcion hipergeométrica generalizada.

El resultado de aplicar el operador 1" () a
la andloga basica de la funcidén hipergeométrica
generalizada es una suma finita, cuyos términos
contienen a esta funcion.

A partir del resultado principal, es posible
evaluar el operador de ciertas q-funciones
elementales y especiales.

Los resultados obtenidos generalizan a los
obtenidos por otros investigadores.

Para la bibliografia especializada en célculo
g-fraccional emerge una tabla de integrales.
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