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Abstract: The development of mathematical understanding has been one of the
fundamental challenges in the processes of teaching and learning mathematics. This
article presents a reflection of Pirie and Kieren's model as a didactic alternative for
the understanding of the concept of trigonometric ratio, derived from a doctoral thesis
study in the field of mathematics education that seeks to develop a learning scheme for
this fundamental concept of mathematics within the framework of this model. For the
fulfillment of this purpose, the methodological alternative of content analysis with a
qualitative perspective was approached in order to find and describe understandings and
meanings of the use of this model for the teaching and understanding of mathematical
concepts. At a general level, it is concluded that, by means of the proposed model,
it is possible to make visible and promote the evolution of the understanding of
mathematical concepts; thanks to the characteristics of the theory that allow the
cognitive mobilization and the study of the different representations within the process

of understanding mathematical objects and concepts.

Introduccion

Las teorias y modelos educativos son visiones
o enfoques pedagodgicos que buscan orientar a
los profesionales en el andlisis, sistematizacion
y estructuracion de programas de estudio y
estrategias de enseflanza y aprendizaje; asi como
en la comprension de algin contenido concreto.
Gracias al conocimiento que estas confieren es
posible apreciar las diversas formas en las que es
posible formular programas o estrategias, planificar
su ejecucion e identificar aquellos elementos
determinantes, tanto en la planeaciéon como en las
intervenciones didécticas.

Es asi como, dentro de la educacion
matematica, los modelos y teorias han impactado
histéricamente como marcos tedricos a partir de los
cuales se desarrollan estrategias metodoldgicas y se
fomentan experiencias que permiten alcanzar una
mejor comprension de los conceptos matematicos;
con base en determinados niveles y caracteristicas
validadas dentro de las respectivas investigaciones.
Como ejemplo particular se exhibe, para este caso,
el modelo de Pirie y Kieren; este modelo ha sido
el punto de partida para multiples investigaciones
tanto de maestria como de doctorado, permitiendo
el desarrollo de estrategias de comprension, tales
como: el modulo de aprendizaje para la comprension
de términos positivos (Zapata y Sucerquia, 2009),
la relacion inversa entre cuadraturas y tangentes

(Londofio, 2011), la comprension de la tasa de
variacion por medio de la cual se aproxima al
concepto de derivada (Villa, 2011); el uso de la
geometria del doblado de papel en el contexto de
Van Hiele, para la comprension de la elipse como
lugar geométrico (Santa, 2011), la comprensioén
del concepto de continuidad (Rendon, 2011) y la
comprension del concepto de limite de una funcién
en un punto (Arias y Becerra, 2015).

En efecto, la trigonometria es una disciplina
que tiene cabida en multiples campos del saber y
resulta desafiante comprender cuando su estudio se
basa en la memorizacion de formulas sin contexto
alguno; frente a este obstaculo, se han propuesto
modelos tedricos como los de Van Hiele (1986) y el
de Pirie y Kieren (1989), orientados al mejoramiento
de la comprensiéon de conceptos matematicos y
geométricos asociados a la trigonometria; a través
de niveles jerarquicos de pensamiento geométrico
o de comprension matematica que permitan un
entendimiento mucho mas profundo tanto de los
conceptos como de las estructuras matematicas. El
objetivo de recurrir a estos modelos es el desarrollo
de metodologias que mejoren la comprension de la
trigonometria y su relacion tanto con otras areas del
conocimiento, como con el mundo real.

En caso contrario, este proceso puede tornarse
mondtono e inutil para los estudiantes, dado que
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no les dota de habilidad alguna, en el campo de
las matematicas al tratarse de un simple acto de
memorizacion; razon por la cual, para evitar esto,
es necesario que ademas de los usuales conceptos y
ecuaciones, también se disponga de herramientas y
estrategias que permitan a los estudiantes explorar,
relacionar, conjeturar y demostrar los conceptos
aprendidos durante el curso de trigonometria.

A partir de lo anterior, el articulo se enfoca en
la importancia de las matematicas en la sociedad y
el bajo rendimiento académico de los estudiantes en
esta area. Se mencionan iniciativas para reformar la
educacion matematica y se afirma que el aprendizaje
de las matematicas produce resultados cognitivos y
afectivos. Se identifican varios tipos de aprendizaje
y se destaca que el aprendizaje de las matematicas
requiere procesos cognitivos superiores debido
a la naturaleza interrelacionada y abstracta de los
contenidos y procesos matematicos. Se sefiala que
los cambios en la ensefianza de las matemadticas
tienen un gran impacto en los estudiantes y se
destaca la influencia de factores cognitivos,
afectivos y ambientales en las dificultades de los
estudiantes en la comprension de las matematicas.
Finalmente, se menciona el bajo desempeino de los
paises latinoamericanos en pruebas internacionales
de matematicas y la importancia de considerar lo
que sucede al interior de las aulas de clase para
mejorar el aprendizaje.

Un modelo tiene como objetivo la
representacion simplificada de un fendémeno; un
buen ejemplo de ello son los dbacos, los bloques y
las regletas de Cuisenaire; que suelen ser empleados
en representaciones numéricas, de operaciones o
de propiedades matematicas. No obstante, también
existen modelos educativos de ensefianza, que tienen
como propdsito no solo la representacion, sino el
uso de la misma para la ensefianza dentro de un
campo determinado; estos modelos tienen diferentes
formas de ser estructurados e implementados
dependiendo de su tipo y de la disciplina en la que
se aplica; por ejemplo los modelos matematicos

buscan representar fenomenos recurrentes a
través de expresiones matematicas, para asi poder
comprender su comportamiento e incluso predecirlo
en el futuro (Jaime y Gutiérrez, 1990).

En el caso de la fisica por ejemplo, las Leyes de
Newton son modelos matematicos que describen la
relacion entre las fuerzas del universo, permitiendo
comprender la manera como los cuerpos interactiian
dentro de determinadas condiciones; mientras que
las teorias del aprendizaje como las formuladas
por Piaget, buscan describir la naturaleza del
conocimiento y el proceso de aprendizaje de los
seres humanos, para comprender como este se
manifiesta y prevalece en la mente de los mismos,
para de ese modo poder emplear este conocimiento
en estrategias que permitan ofrecer estimulos a la
mente humana, para los cuales se pueda esperar una
respuesta positiva (Jaime y Gutiérrez, 1990). La
creacion de un modelo se logra a través de cuatro
fases, las cuales pueden apreciarse en la Figura 1.
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Figura 1. Creacion y utilizacion de un modelo matematico

Fuente: Jaime y Gutiérrez (1990).

En primera instancia se parte de una necesidad
y la oportunidad; un modelo matemdtico es
creado cuando se aprecian hechos repetitivos
bajo condiciones similares; de modo que con el
objetivo de comprender estos hechos y predecir su
ocurrencia en el futuro, se procede a recopilar datos
sobre el fendmeno que permitan representarlo tanto
de forma gréfica como en forma de ecuaciones.
Este proceso ha venido siendo llevado a cabo por
la humanidad desde tiempos antiguos, primero
con la astronomia y las ciencias de la naturaleza,
para después pasar a disciplinas mas sofisticadas,
tales como la aerondutica o la electronica (Jaime y
Gutiérrez, 1990).

A partir de las observaciones realizadas, se
busca simular el fendémeno para comprender los
principios de su funcionamiento; esto se logra en
las ciencias exactas a través de expresiones que
permiten apreciar su funcionamiento con respecto
a una variable que por lo general es el tiempo.
Esta fase suele ser la mas dispendiosa, pues el
observador cuenta con pocos indicios para poder
construir su simulacion y su Unica forma de obtener
retroalimentacion es por medio de la comparacion
de su simulacion con el fenomeno real, para asi

determinar qué tan aproximado resulta al objetivo
final (Jaime y Gutiérrez, 1990).

Después de que la expresion através delacual es
posible simular el fenomeno haya sido comprobada,
se procede a realizar un proceso de estudio tedrico,
para asi dar fundamentos conceptuales al modelo.
Gracias a esta complementacion tedrica, la
simulacion original se ve modificada, convirtiéndose
en el modelo final, que habra de ser nuevamente
confrontado con la realidad para determinar si las
modificaciones no comprometieron su precision
(Jaime y Gutiérrez, 1990).

Finalmente, una vez el modelo haya sido
comprobado, procede a ser difundido y aplicado,
para que la comunidad académica lo emplee en
beneficio de las diversas disciplinas cientificas sobre
las que tenga validez; tal como sucedid con el modelo
matematico que describe las interacciones entre los
cuerpos para el estudio del sistema solar, por medio
del cual fue posible identificar la influencia de un
cuerpo exterior después llamado Pluton, ademas de
estimar su tamafo, 25 afios antes de que el mismo
pudiese ser avistado por primera vez en 1930 (Jaime
y Gutiérrez, 1990).
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Es importante tener en cuenta que un solo
modelo no puede responder a todas las necesidades
de una disciplina; de modo que los docentes no
deben confiar en un solo modelo para resolver todos
los problemas que identifican en el aula. Siendo las
cosas asi, resulta claro que el docente debe disponer
de un amplio repertorio de recursos metodologicos
y adaptarse dependiendo de las dificultades que
afronte, especialmente en el area de matematicas,
en la que los estudiantes suelen asumir una posicion
pesimista frente al conocimiento, sefialando que el
mismo no tiene utilidad para ellos, para justificar
su fracaso; de modo que es importante no solo
presentar los temas con claridad y sencillez, sino
también implementar mecanismos que fomenten la
motivaciony la curiosidad intelectual del estudiante,
para que se concentre en continuar avanzando en el
proceso.

A este respecto, Brousseau (1986), sefala
que los obsticulos en la comprension de
conceptos matematicos, se debe a la busqueda de
concepciones universales, que cuando fracasan,
hacen parecer el tema como ininteligible; pero que
dada la confianza que han obtenido a lo largo de un
determinado proceso, son conservadas, asumiendo
que el problema es el tema de estudio en lugar
de la concepcidon que se utiliza. De este modo, el
surgimiento de contradicciones es una evidencia
clara de la existencia de problemas con los recursos
de los que se dispone para proceder a realizar la
interpretacion del tema en cuestion, evitando el
apego a un solo paradigma de interpretacion.

Para Sierpinska (1992, p.35) “...Laprofundidad
de la comprension podria ser medida por el nimero
y la calidad de los actos de comprension que uno
ha experimentado o por el nimero de obstaculos
epistemologicos que ha superado”, es decir,
que la capacidad del aprendiz para establecer
relaciones entre objetos depende de diversos
factores tales como: el sujeto de comprension, el
objeto de comprension, la base de comprension y
las operaciones mentales basicas de comprension.

Algunas de las teorias que buscan explicar la
comprension de conceptos matematicos, se enfocan
en la superacion de los obstaculos cognitivos y
epistemologicos de Sierpinska; mientras que otras
intentan realizar representaciones multiples y las
demas se relacionan tanto con las investigaciones
de Pirie y Kieren como con la perspectiva de Anna
Sfard, por medio de las definiciones constructivistas:

El conocimiento no es recibido pasivamente
por el sujeto cognitivo sino activamente construido.

La funcion de la cognicion es adaptativa y
sirve a la organizacion del mundo experiencial, no
al descubrimiento de una realidad ontologica.

Desde el punto de vista de Dubinsky (1991),
el cual postulo la teoria de APOE, por sus siglas:
Accion, Proceso, Objeto y Esquema; la comprension
es entendida como un proceso perpetuo de
construccion de esquemas iterativos por medio de la
abstraccion reflexiva, que es un proceso cognitivo
que implica la reconstruccion y reorganizacion de
las acciones fisicas o mentales en un plano mas
elevado de pensamiento (Ayers et al., 1998). Para
Carpenter y Lehrer (1999, p.20), la comprension
es un proceso en evolucion, que emerge de cinco
tipos de actividades mentales: a) construccion
de relaciones, b) extensiéon y aplicacion del
conocimiento matematico, c¢) reflexion sobre las
experiencias, d) articulacion de lo que uno conoce
y €) construccion de conocimiento matematico por
uno mismo.

Por ende, a partir de las teorias mencionadas,
es posible sefialar que los procesos de comprension
de conceptos matematicos cuentan con dos posibles
enfoques de analisis: el iterativo y el nivelador;
siendo el primero un proceso ciclico repetitivo que
parte de los conocimientos previos del estudiante y
permite el traslado entre niveles dependiendo de las
caracteristicas del concepto en cuestion; mientras
que el segundo enfoque es secuencial y parte desde
los conocimientos basicos del estudiante (Murillo,
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2013). El estudio de los modelos pedagdgicos para
el mejoramiento de los procesos de comprension de
los conceptos matematicos permite a los docentes
comprender la forma como los estudiantes aprenden
y por ende elegir de una forma mucho mas efectiva
los estimulos que deben poner en marcha para
obtener resultados de aprendizaje positivos.

Segun los estudios de Polya (1962), Skemp
(1976) y Davis (1978) citados por Meel (2003), la
comprension matematica implica el conocimiento
y entendimiento profundo de conceptos,
procedimientos y reglas de esta disciplina; es
decir, el aprendiz no solo debe tener presentes las
reglas y ecuaciones en su memoria, sino también
comprender el razonamiento detras de cada uno de
estos recursos, para asi poder aplicarlos en cualquier
situacion. Polya (1962), propuso un modelo
que comprende cuatro niveles de comprension
matematica, a saber: la mecanica, la inductiva, la
racional y la intuitiva; siendo el primero de estos
niveles el que corresponde a la memorizacion y
aplicacion sin racionalizacion; seguido del nivel
inductivo en el que se emplean los conocimientos
previos para alcanzar una mejor comprension de
los nuevos; después se aborda el nivel racional en
el que se busca comprender la logica que gobierna
las reglas y procedimientos con los que se trabaja
y finalmente en el nivel intuitivo, los estudiantes
desarrollan la capacidad de desarrollar problemas
matematicos, poniendo en marcha todos los logros
alcanzados en los niveles anteriores.

Por su parte, Skemp (1976), hace una distincion
entre la comprension matematica y la comprension
del conocimiento, estableciendo que la primera
puede ser instrumental; es decir, que se basa en
la utilizacion de las reglas y procedimientos sin
ahondar en su trasfondo; aunque también puede
ser relacional, lo que significa que se enfoca
precisamente en la comprension del trasfondo de
los contenidos matematicos. Mientras que Davis
(1978), explico la comprension en el campo de las

matematicas, se basa en el relacionamiento entre
conceptos y procedimientos.

Entre los conceptos que se tiene en cuenta en
la ensefianza de las matematicas cabe resaltar el de
razon trigonométrica; dado que, en su calidad de
objeto matematico, carece de asociacion con una
persona o época particular y se relaciona con otros
conocimientos trigonométricos. Segun Montiel
(2005, P.67), “los estudios histéricos sobre la
trigonometria se dividen en dos momentos, el de sus
inicios practicos y el de sus fundamentos tedricos”.

La trigonometria encuentra su origen en los
estudios de diversas disciplinas como la astronomia,
la geografia y la ingenieria. Van Brummelen
(2009), sefiala que este campo del conocimiento
deriva de los estudios geocéntricos de Ptolomeo y
se consolida durante el proceso de estructuracion
del modelo heliocéntrico de Copérnico; de modo
que se trata de un area del conocimiento que ha
tenido un impacto importante en el desarrollo de la
ciencia desde tiempos antiguos; razon por la cual, el
presente trabajo se enfoca en la optimizacion de la
experiencia de aprendizaje alrededor de las razones
trigonométricas, partiendo de las representaciones y
sentidos usados dentro del proceso de ensefianza —
aprendizaje, teniendo en cuenta que el conocimiento
disponible sobre complejidad didéactica enfocada
en contenidos escolares de trigonometria y
especificamente de las razones de seno y coseno, es
escasa (Byers, 2010).

Algunos estudios sobre la  didactica
de la trigonometria hacen referencia a las
representaciones y sentidos que se emplean dentro
del proceso de ensefianza — aprendizaje de las
razones trigonométricas seno y coseno. Brown
(2005), senala que estas razones trigonométricas
son empleadas generalmente como coordenadas,
distancias o cocientes. Weber (2008), menciona,
ademas, que estas nociones trigonométricas se
suelen representar principalmente como cocientes
y como funciones. Byers (2010), identificd seis
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dominios conceptuales que caracterizan los
sistemas de representacion; estos son: el triangulo
rectangulo, las razones trigonométricas, la funcion
trigonométrica, la circunferencia unidad, la onda
sinusoidal y el vector. Por ultimo, los trabajos hacen
evidentes las dificultades que experimentan los
estudiantes cuando se trata de manipular, interpretar
y dotar de significado las razones, ecuaciones,
identidades y funciones asociadas a las razones
trigonométricas (Martin, 2013).

De este modo, es posible sefhalar que
los estandares basicos de competencia en la
asignatura de matematicas, dentro del sistema
educativo colombiano, se encuentran orientados
hacia la conceptualizacion, la comprension de
las posibilidades y el desarrollo de competencias
para poder asumir desafios actuales; incluyendo
la adquisicion de informaciones y el ejercicio de
competencias o formas de actuacion que puedan ser
clasificadas como caracteristicas del pensamiento
matematico en general y 16gico en particular. Con
lo cual, el modelo de Pirie y Kieren funciona como
un mecanismo de analisis de la gradacion de la
comprension de un concepto matematico.

Metodologia

El desarrollo de la reflexion critica es una
consecuencia directa de la capacidad hermenéutica
y de construccion de sentido que tienen los
investigadores en funcion de la comprension tedrica
del fenomeno aqui estudiado, que, para el caso en
particular, fue la comprension y descripcion del
modelo de Pirie y Kieren para el desarrollo de la
comprension matematica, en particular, de un campo
conceptual objetivo como lo fue, la comprension del
concepto de razon trigonométrica en los estudiantes.

Por tanto, la reflexion aqui planteada, se
sustentd desde un enfoque cualitativo, que, de
acuerdo con Taylor y Bogdan (1986, p.21) “se
refiere en su mas amplio sentido a la investigacion
que produce datos descriptivos: las propias palabras

de las personas, habladas o escritas y la conducta
observable”, esto es, el interés por generar unas
reflexiones al modelo planteado y la manera en que
se fortalece la construccion de sentido y significacion
de los variados conceptos matematicos.

Para ello, se abordd el analisis de contenido
cualitativo (ACC) como una perspectiva de analisis
cualitativo que pretende obtener “matices de
significacion, complejidad, profundidad y caracter
relativo de los mensajes textuales” (Riba, 2017, p.7),
centrandose en el andlisis del contenido (Bardin,
1996) asociado al modelo de Pirie y Kieren para el
desarrollo de la comprension matematica.

Resultados y Analisis: Aproximaciones al Mode-
lo de Pirie y Kieren

Se trata de un modelo que ofrece herramientas
para facilitar la lectura y relacion de conceptos
matematicos; de modo que sea posible fomentar
el crecimiento de la comprension sobre un tema.
Su origen data de los afios ochenta, de la mano
de Susan Pirie y Thomas Kieren, teniendo en
cuenta el constructivismo social de Vygotsky y la
Epistemologia genética de Piaget (Rendon, 2011);
estos investigadores propusieron un marco tedrico
que permitiese hacer seguimiento a la evolucion
de la comprension sobre un objeto matematico de
estudio; tratandose de este modo, de una teoria
constructivista, ya que segin Lyndon (2000), los
aprendices deben darse a la tarea de reflexionar y
reorganizar sus constructos personales, para asi
construir estructuras conceptuales nuevas.

Para Pirie y Kieren (1994), la comprension
puede ser vista como una estructura geométrica
en forma de anillos, que se constituye por elipses
o niveles sucesivos; mientras que lo dindmico,
lo no lineal y la recursividad se convierten en
elementos fundamentales dentro de un proceso de
aprendizaje no jerarquico. Este modelo se propone
fundamentalmente, hacer seguimiento a la evolucion
de la comprension que se da en los estudiantes
con respecto a un objeto de estudio; aunque es
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importante tener en cuenta que, segun lo propone
Lyndon (2000), la comprension se caracteriza por
las interacciones con los demas y con el medio tanto
social como didactico; ademas de por las diversas
situaciones que se dan dentro de laaccion pedagogica
en lugar de como resultado de la misma; de modo
que los estudiantes participan activamente de la
construccion y evolucion de su comprension, con
base en los elementos y las situaciones propuestos
en los problemas matematicos.

La construccion de la comprension se origina
en el interés y la necesidad de los aprendices, por
promover sus estructuras de conocimiento; este
modelo se vale de la observacion y la descripcion
de los factores que influencian la relacion que se da
entre los estudiantes y el objeto de estudio, para asi
identificar las diferencias y avances en la evolucion
de la comprension. En pocas palabras, Pirie y Kieren
(1994), se enfocan en la identificacion del nivel
de comprension en lugar de en la identificacion e
introduccion de nuevos contenidos. Visto de esta
forma, la comprension de los conceptos matematicos
se ve obstaculizada por el alto nivel de abstraccion
del contenido, lo cual hace que los estudiantes
tiendan a frustrarse; razén por la cual resulta tan
pertinente la utilizaciéon de un instrumento que
permita hacer seguimiento a la evolucion de la
comprension, para asi determinar hasta qué punto
los estudiantes pueden lidiar con cierto nivel de
abstraccion; siendo este instrumento, la propuesta
presentada en el modelo de Pirie y Kieren (1994).

En este orden de ideas, este modelo propone
ocho niveles que componen el aspecto descriptivo
de la evolucién de la comprension; dotados de
caracteristicas identificadas y analizadas por los
mismos creadores; estos ocho niveles describen
la evolucion de la comprension matematica con
respecto a conceptos y relaciones entre los mismos.
Dentro de las caracteristicas esenciales del modelo
se resalta: folding back, que podria considerarse
como la caracteristica mas importante del modelo,
la cual tiene relacion con el proceso dinamico de

redoblar. En uno de sus articulos, Pirie y Kieren
(1989) afirman al respecto “El redoblamiento
permite a una persona funcionar en un nivel exterior
y enfrentarse con un desafio para regresar a un nivel
de comprension mas interno con el fin de reconstruir
esa comprension como base para nuevos niveles
externos de comprension” (p. 10). De esta manera,
es posible reexaminar la comprension de un nivel
de una forma distinta, por medio de acciones que
se adoptaron cuando se trabajo en este nivel (Pirie
& Kieren, folding back: Dynamics in the growth of
mathematical understanding, 1991).

Pirie y Kieren (1994), entienden la comprension
como un proceso dindmico que evoluciona de una
forma no lineal y que es posible analizar desde la
teoria de la recursion trascendente, por medio de los
ocho niveles, que son: el conocimiento primitivo, la
creacion de la imagen, la obtencion de la imagen,
la observacion de las propiedades, la formalizacion,
la observacion, la estructuracion y la invencion. En
este sentido, Meel (2003) cita a Pirie y Kieren (1994)
quienes definen la comprension de la siguiente
manera:

La comprension matematica puede ser
caracterizada como nivelada, pero de forma no
lineal. Es un fenomeno recursivo y la recursion
sucede cuando el pensamiento se desplaza entre
niveles de sofisticacion. En realidad, cada nivel de
comprension estd contenido en niveles sucesivos.
Cualquier nivel particular depende de las formas y
procesos de adentro y, ademas, esta obligado por los
de afuera (Meel, 2003, p. 18).

De alli que, Pirie y Kieren (1994) definen dentro
de su modelo ocho niveles para la descripcion de
la evolucion de la comprension de los conceptos
matematicos; dado que estos niveles parten de un
punto comun y cada nuevo nivel contiene a los
anteriores, permitiendo a los estudiantes avanzar o
retroceder, dependiendo de sus necesidades, para la
resolucion de un determinado problema. “Folding
Back” o Redoblado. De acuerdo con Pirie y Kieren
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(1994), el proceso de comprension puede ser interpretado como la capacidad que se tiene para crear cadenas
de conceptos, los cuales no evolucionan necesariamente de manera ascendente; siendo que puede iterarse
entre conceptos complejos y elementales, de manera indistinta; esto puede suceder en cada uno de los
niveles, lo que hace posible para los estudiantes posicionar su comprension en un nivel determinado, por
medio del actuar y el expresar (Pirie y Kieren 1994). (Figura 2)

Complementariedad de la
accion y la expresion

Acciones que levan al progreso

Folding Back (Redoblaje) ———

Volver atrds en un proceso dinamico

Limites de Falta de Necesidad —

Procesos de Comprension mas elaborados y Estables

Invencion

Estructuracion

Observacion

Formalizacion

\)

Conocimientos /
Primitivos /

Figura 2. Niveles del Modelo de Pirie y Kieren

Fuente: Pirie y Kieren (1994).

Nivel 1. Conocimiento primitivo: Contempla
todos los conocimientos previos e ideas intuitivas
con las que cuenta un aprendiz.

Nivel 2. Creacion de imagen: Representacion
mental que se hace sobre la naturaleza del objeto de
estudio.

Nivel 3. Comprension de la imagen:
Identificacion de caracteristicas del objeto de
estudio con base en la imagen creada.

Nivel 4. Observacion de la propiedad:
Relacionamiento de las caracteristicas de las
distintas imagenes que se dan del objeto de estudio.

Nivel 5. Formalizacion: Produccion de
conceptos a partir de las relaciones establecidas
entre las caracteristicas identificadas.

Nivel 6. Observacion: Manifestacion de los
conceptos en lenguaje formal.

Nivel 7. Estructuracion: Relacionamiento
del conocimiento alcanzado, con uno de mayor
estructuracion por medio de algoritmos.

Nivel 8. Invencion: El aprendiz da inicio a
un nuevo ciclo de evolucidon de la comprension, a
través de la reflexion sobre los conocimientos que
ya posee, para alcanzar nuevos aprendizajes.

En este escenario Meel (2003), plantea que
la esencia de la evolucion de la comprension en
el modelo de Pirie y Kieren (1994); se basa en un
proceso recursivo que exige de un conocimiento
minimo a partir del cual sea posible crear una
estructura cimentada sobre teorias validadas.
Ademas, de los ocho niveles de evolucion de la
comprension, la teoria contempla caracteristicas
fundamentales como: El folding back, que puede ser
entendido como la accion de regresar entre niveles,
para recoger informacion concreta que permita
superar determinados obstidculos presentes en el
proceso de construccidon de nuevo conocimiento.
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En este sentido, Ramirez (2011) describe las
caracteristicas del modelo de Pirie y Kieren teniendo
en cuenta el folding back; siendo este es el elemento
mas importante y constituye una caracteristica unica
para este modelo, la cual consiste en la posibilidad de
redoblar o volver hacia atras. De acuerdo a Lyndon
(2000), cuando un aprendiz se encuentra con un
obstaculo de aprendizaje debe regresar a un nivel
anterior para lograr un cambio cognitivo por medio
del cual organizar sus construcciones de manera
adecuada para poder abordar el nuevo concepto;
gracias a esto es posible garantizar la efectividad
de la comprension, dado que con el regreso a un
nivel interior, el aprendiz puede reconstruir la
comprension de un concepto o recuperar aquellos
elementos que si bien no fueron de utilidad en los
niveles interiores, ahora son requeridos para la
superacion de los niveles exteriores (Londofio et al.,
2013).

Cuando un aprendiz se encuentra en los limites
de la vecindad entre niveles, es porque ha alcanzado
progresos cualitativos en su comprension, lo que
implica que puede lidiar con mayores niveles de
sofisticacion y complejidad respecto al objeto de
estudio; aunque esto no significa que el mismo
pueda prescindir completamente del folding back
(Londoiio et al., 2013). La complementariedad de la
accion y la expresion, es otro atributo caracteristico
del modelo, que se manifiesta en todos los niveles
a excepcion del ultimo y se refiere a que los
estudiantes de los niveles internos deben mostrar
primero por medio de acciones y luego por medio
de la expresion, los progresos alcanzados en sus
respectivos niveles (Londofio et al., 2013).

El uso del modelo como fundamento tedrico
resulta pertinente gracias a sus posibilidades
cognitivas, didacticas y metodologicas; de modo que
se toman los tres primeros niveles de desarrollo de la
comprension dadas las descripciones que implican 'y
las posibilidades que ofrecen para la aplicacion de
algunos sistemas de representacion semiotica. Por
otro lado, los ocho niveles analizados por Pirie y

Kieren (1994), se tienen en consideracion dentro de
la teoria formulada por Anna Sfard (1991), la cual
busca permitir la realizacion de una observacion
global sobre los avances cognitivos de los estudiantes
de manera rapida; lo cual se propone lograr por
medio de la creacion de dos bloques en donde los
cuatro primeros corresponden a la descripcion de la
concepcion operacional y los demas a la estructurar;
para que después se proceda a estudiar o describir
las debilidades identificadas.

Reflexiones y Discusiones finales

Esteestudioaportaalacomprension matematica,
criterios que permitan determinar el marco tedrico
mas conveniente a emplear, en concordancia con
las caracteristicas del estudio planteado; de este
modo, se ha determinado con base en los elementos
postulados, las caracteristicas y la gradacion, que
la Teoria de Pirie y Kieren (1991), resultan la mas
adecuada para un estudio de analisis de los posibles
momentos de comprension a través de los retrocesos
y avances en el razonamiento, la exploracion de las
actuaciones y las declaraciones de los participantes.
Gracias a la fundamentacion tedrica seleccionada es
posible apreciar que el problema de investigacion se
debe a la pérdida del proceso geométrico cuando se
realiza la construccion de lo trigonométrico. Ahora
bien, a pesar de que las razones trigonométricas
demuestran su utilidad en la solucidon de problemas,
no garantizan el desarrollo de un pensamiento
trigonométrico ante el manejo del triangulo, sus
elementos y las relaciones entre ellos.

Porende, el proceso de formacion o construccion
de los conceptos matematicos dentro del ciclo de
educacion basica no trascurre de la misma forma a
lo largo de los distintos niveles educativos, dado que
esto depende significativamente de la edad y el nivel
de desarrollo que han alcanzado los estudiantes en
cada caso. Por esta razon resulta posible identificar
y determinar distintas etapas en el proceso; dado que
los conceptos matematicos estudiados son formados
progresivamente, ampliados y profundizados
mientras se atraviesa por cada uno de los niveles
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educativos, en cada uno de los cuales es posible
hallar nuevas instancias conceptuales y establecer
relaciones con otros conceptos del mismo sistema,
permitiendo de este modo la identificacion de las
mencionadas etapas o niveles en la formacion.

Dentro de los marcos tedricos sobre
comprension matematica es posible afirmar que el
modelo de Pirie y Kieren, sobre crecimiento de la
comprension matematica, junto a la teoria APOE de
Dubinky (1991), contemplan las caracteristicas mas
importantes del tema en cuestion. De acuerdo con
Pirie y Kieren (1994), la comprension es un proceso
conectivo de varios estratos, no lineal y recursivo
con caracteristicas fractales; lo que significa que el
desarrollo de la comprension implica la construccion
y reorganizacion de las estructuras de conocimiento
de una persona.

La transicion de un estrato a otro dentro del
proceso de comprension, resultade la generalizacion,
superando el nivel previo y la reconstruccion de la
comprension de los estratos mas bajos. Gracias a la
construccion de la comprension es posible examinar
las conexiones construidas entre las imagenes
asociadas a un concepto, la ubicacion de las
conexiones faltantes, la identificacion de aquellas
que son incorrectas o parciales y la reorganizacion
de las mismas en una estructura tanto estable como
consistente.

Por su parte Dubinsky (1991), sefiala que la
comprension debe ser enlazada con el desarrollo del
esquema, lo cual requiere de diversas construcciones
especificadas por la abstraccion reflexiva; lo cual
sugiere que la comprension es un proceso continuo,
aunque no lineal en el que se involucran los esquemas
de construccion de mayor elaboracion que fusionan
acciones en el proceso, encapsulandolo en objetos,
a partir de los cuales se presentan mas acciones. El
esquema se encarga de organizar estas acciones,
procesos, objetos y esquemas subordinados en la
estructura, la cual trasciende sus componentes y
proporciona significado al concepto.

Sin embargo, dentro del discurso trigonométrico
escolar, la semejanza es una condicidén inicial
sobre la que se ubica el tema; de modo que la
construccion  geométrica resulta innecesaria,
dado que la actividad matematica se concentra en
la operacion aritmética para la obtencion de los
valores faltantes, consolidando el fenémeno de
aritmetizacion de la trigonometria. De igual manera,
tal como lo sefiala Rueda (2012), El aprendizaje de
las razones trigonométricas supone restricciones
desde lo didactico y lo curricular, dado que muchos
investigadores sefialan que se suelen presentar
problemas en la apropiacion de este concepto, por
factores como la tendencia a la introduccion de
los mismos en la figura del triangulo rectangulo y
la finalizacion en el estudio del circulo unitario o
viceversa.

Conclusiones

La ensefianza de las matemadticas como un
proceso estatico e inerte hace que las mismas
pierdan sentido una vez son aplicadas fueran del
contexto del aula; haciendo que los estudiantes
desarrollen apatia ante estos conocimientos
considerandolos irrelevantes dentro de su contexto
social e historico. Por ello, para llevar a cabo la
educacion en las matematicas, es preciso tener en
cuenta el contexto cultural e histdrico especificos de
los estudiantes; ademas de reconocer la necesidad de
revisar las estrategias y los contenidos empleados,
para comprobar que los mismos responde a las
expectativas y necesidades de la sociedad; ademas
de que dotan a los estudiantes de la capacidad para
validar, filtrar y tomar decisiones de forma critica e
independiente.

En cuanto a los niveles de comprension del
contenido y el aprendizaje de la matematica,
resulta indispensable la habilidad de comprension
lector y la capacidad de operacionalizacion de los
entes matematicos contemplados en el programa.
La ensenanza de las matematicas debe incluir
aspectos interdisciplinares que permitan apreciar la
aplicabilidad de esta disciplina en otros contextos
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ajenos al ideal; ademds de que se debe aumentar
progresivamente la dificultad de los problemas a la
vez que se fomenta la integracion de los contenidos
matematicos del programa.

La realizacion de este trabajo investigativo
nos ha permitido reflexionar sobre el proceso
de ensefanza — aprendizaje de las matematicas;
permitiendo asumir una posicion mucho mas critica
con respecto a los lineamientos y estandares; ademas
de reconocer lo dispendiosa que puede resultar la
tarea de desarrollar el pensamiento matematico. De
este modo, resulta evidente la necesidad de fomentar
el desarrollo de competencias como la resolucion
de problemas y la capacidad de representar objetos
matematicos, en lugar de solamente ensefiar
contenidos.

Para culminar, se deben resaltar las ventajas
que supone el modelo de Pirie y Kieren, en la
visibilizacion y promocién de la evolucion de la
comprension de los conceptos matematicos; gracias
principalmente a las caracteristicas de esta teoria que
permiten la movilizacidon cognitiva y el estudio del
papel que juegan las diversas representaciones en el
proceso de comprension de objetos y contenidos. Asi
mismo, gracias a este modelo, es posible reconocer
la accion y la expresion que asumen los estudiantes,
con el objetivo de comunicar, razonar y describir con
sus propias palabras, tanto las asociaciones como
las relaciones que se encuentran en la capacidad de
establecer por si mismos.
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