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RESUMEN

En los ultimos 20 afios la modelacion matematica aplicada a la inmunologia
(inmunologia matematica) ha crecido vertiginosamente, especialmente en
el estudio de dindmica poblacional a nivel celular el cual es de gran interés
para la comunidad cientifica. En este sentido, Martin A. Nowak y Robert
M. May cuentan con una amplia experiencia y han contribuido de manera
significativa en este tipo de modelacion. En este trabajo deseamos recono-
cer su trayectoria presentado el andlisis cualitativo de uno de sus modelos
bésicos. Cabe resaltar que este analisis no aparece en el texto original pu-
blicado por ellos.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales, analisis cualitativo, inmunologia
matematica.

ABSTRACT

In the past 20 years mathematical modeling applied to immunology
(mather.natlcal immunology) has grown rapidly, especially in the study of
po.pul:.mon dynamics at the cellular level which is of the great interest to the
scientific co.mmunity. In this sense, Martin A. Nowak and Robert M. May
havéa extensive ».experience and have contributed signifi cantly in this type of
nl:o ellng. I.n this papf:r we wish to acknowledge their trajectory presenting
t e qualltat'lve analysis of one of their basjc models. It should be noted that
this analysis does not appear in the original text pul;lished by them.
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1. INTRODUCCION

unque cn laactualidad la inmunologia

¢s una ciencia autdnoma, sus origenes

estan ligados a la microbiologia. Su
objcto consiste en el estudio de las respues-
tas de defensa que han desarrollado los seres
humanos (y animales) frente a la invasion por
microorganismos o particulas extrafias (Ste-
ven A. Frank, 2002). Por ejemplo, Cuando el
virus de la gripa entra por la nariz o una bac-
teria entra por la sangre debido a un pinchazo
con un clavo, se inicia un proceso infeccioso
en el cual el sistema inmunoldgico del hospe-
dero ataca al agente infeccioso antes de que
cause daiio. Este proceso se conoce como res-
puesta inmunolégica. Eluso de lamodelacion
matematica aplicada a la inmunologia ha cre-
cido en los ultimos afios. En particular, en los
ultimos 20 aiios el modelamiento matematico
basado en sistemas de ecuaciones diferencia-
les ordinaras, ecuaciones en diferencias y au-
tomatas celulares ha incrementado considera-
blemente (Jane Heffernan et al., 2009; Yoram
Louzoun, 2007). Los modelos matematicos
han sido utilizados en diferentes dominios de
la inmunologia tales como: interaccion recep-
tor antigenos, dindmica poblacional de célu-
las B y células T, vacunacion, resistencia ha-
cia los medicamentos entre otros campos de
la inmunologia (Yoram Louzoun, 2007).

En el afio 2000 los autores Martin A.
Nowak y Robert M. May publican su libro
Virus dynamics: Mathematicalprinciples of
inmunology and virology en el cual presentan
una serie de modelos basicos sobre la
dindmica de virus. Estos modelos describen
la dindmica poblacional de un proceso de
infeccion viral en diferentes niveles cuando la
respuesta inmune del hospedero reacciona a
dicho proceso. Ellos describen como el virus
se propaga de célula a célula, en una especie de
micro-epidemiologia que abre una perspectiva
completamente nueva para la comprension de
las enfermedades infecciosas. Cabe resaltar
que aunque los autores presentan el alcance
y los resultados matematicos de los diferentes
modelos, no realizan el analisis cualitativo.
Por esta razon, en este trabajo realizamos el
analisis cualitativo del modelo denominado

por los autores “respuesta citotoxica no lineal:
dinamica presa-predador” el cual describe
una dindmica de infeccion bésica de virus y la
respuesta inmune de las células T en la cual,
se asume a las células T como predadores de
las células infectadas (Martin A. Nowak and
Robert M. May, 2000).

2. FORMULACION DEL MODELO

En esta seccion consideramos la dindmica
mas simple para la interaccion de una
poblacion de virus y una respuesta inmune.
La dinamica basica del virus considera tres
variables: el tamaiio de la poblacion de células
no infectadas (x); células infectadas (y); y
particulas de virus libres (v). Las células no
infectadas se reproducen a una tasa constante
A y mueren a una tasa per cdpita dx. Las
particulas de virus libres infectan células no
infectadas a una tasa proporcional al producto
de sus poblaciones Pxy. La tasa constante
B, describe la eficacia de este proceso. Las
células infectadas producen virus a una tasa
per capita ky, y mueren a unatasa per capita ay.
Las particulas de virus libres son removidas
del sistema a una tasa per cépita uv.

Una vez el virus se replica, la respuesta
inmune es engatillada debido al encuentro
con antigenos extrafios lo cual conlleva a que
la respuesta citotoxica se manifieste a una tasa
proporcional al producto entre la respuesta
inmune z y las células infectadas y con
constante de proporcionalidad c¢. En ausencia
de estimulacion la poblaciéon de linfocitos
citotoxicos o células T linfocitos decae a una
tasa per capita bz. Finalmente, las células
infectadas son eliminadas por los linfocitos T
a una tasa pyz.

La figura | muestra un esquema ilustrativo de
la dindmica del virus y la respuesta citotoxica.

Bajo las hipdtesis anteriores se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
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Figura 1. Dindmica del virus y la respuesta citotoxica.

-
k
A €
Célula noinfectada Virus libre Célulainfectada CélulaT
e P
l d l u a l b
N )

Fuente: Martin A. Nowak and Robert M. May, ‘Virus dynamics: Mathematical principles of immunology and
virology’, Oxford UniversityPress, New York, 2000. p 18. (Modificado).
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3. ANALISIS CUALITATIVO

Enestaseccionse determina tanto la existencia
como la estabilidad de las soluciones de
equilibrio del sistema (1).

Las soluciones de equilibrio estin
determinadas por las soluciones del sistema
algebraico que se obtiene de igualar la parte
del lado derecho del sistema de ecuaciones
diferenciales (1) a cero. En este caso
estas soluciones de equilibrio o estados
estacionarios son

Po =(A1d,0,00)

5 _(av PAk —day Ak - day 0]
l-ﬂk’ pak  fay

)

Pyo| A _bpk1
"\ cdu+ bk’ ¢ eu” p\ cdu + pok

Debido a que se estd modelando una dindmica
poblacional el conjunto de interés biolégico
se establece como

Q={(x,,x2,x,,x4)e R*:x,20 para i= 172,3,4}

En este sentido P, pertenece a {2, sin embargo
P, y P, necesitan condiciones para pertenecer
a Qlas cuales seran establecidas mas adelante.
A continuacion se determinara la estabilidad
del equilibrio libre de infeccion P,. Para este
fin observemos que la matriz jacobiana de (1)
esta dada por

x| (-(d+pv) 0 -fx 0
17 pr -latpr) P -py
v 0 Kk -p 0
2 0 o 0 o-b

Luego, el Jacobiano evaluado en P, estd dado
por

f-d 0 -Z& o)
. _g &
o) 3 ka p g
y 0 0 -b)
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Obsérvese que los valores propios de J(P,)
son A =-d, A,=-b y las rafccs dc la ccuacién
cuadratica

A +(a+p)A+au(l-R,)=0,

donde

_ Bk
ad

Es el nimero reproductivo bésico de la
infeccién el cual se interpreta como el nimero
de nucvas células infectadas producidas por
una célula infectada cuando la mayoria de
células no estdn infectadas.

Se verifica quc las soluciones de la anterior
ecuaciéon cuadrdtica tienen parte real
negativa cuando R <1, lo cual implica que el
equilibrio libre de infeccion P, es localmente
asintoticamente estable (Lawrance Perko,
2000). Por otro lado, en términos de R, el
equilibrio P, se reescribe como

P =(x1,y,,m,0) donde

- X - du
X1 =R_Zs M =(Ro—l)E’
i =(R0-1)i

B

En consecuencia, el equilibrio P tiene sentido
biolégico cuando R> /. Ahora, el Jacobiano
de (1) evaluado en P, estd dado por

—(d+_ﬂ5.) 0 -fxi 0

J(I_’n)= P -a fBxi -py
0 kK —-p 0
0 0 0 cy-b
( - A
-= 0 -/x 0
X _ _
J(-P—o)= pvi -a fxi -py,
kK -p 0
\ 0 0 0 Cyl—b)

Cuyos valores propios son

U|=C;|—b

_ R“_l_bﬂk cdy
cdypt ) Ok

y las raices dc

w+an’+an+a, =0,

dondc
A
X1

a, = 2 (a—+ 0>
X1

a3==/?;u8;hk.

En consccuencia, n; <07 <0 siysolosi
Ry <1+ %- (2)
cdyt

Por otro lado, a partir del criterio de Routh-
Hurwitz se establece que las raices de la
anterior ecuacién cubica tienen parte real
negativa si a,, a, a, y aa, - a>0. Es claro
que a, >0y a,>0 mientras que a,>0 y solo si
R>1. Ademis,

d,=aa,-a,

2
=(i) (a+up)+Plk(a® +au+p?)+dau>0
X1

Por lo tanto, el equilibrio P, cs localmente
asintéticamente estable si se satisface la
condicion (2).

Obsérvese que P, tiene sentido biolégico si

AL ck
cdie + bk

—a >0,

de donde obtcnemos la condicion de existencia

R0>l+b’6k.

cdie
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Repitiendo un proceso similar al utilizado
para la prueba de estabilidad del equilibrio
P, se verifica la estabilidad asintética del
equilibrio P,

En la siguiente tabla se presenta un resumen
de existencia y estabilidad de las soluciones
de equilibrio.

Tabla 1. Resumen de existencia y estabilidad.

Equilibrio | Existencia [ Estabilidad
Po Siempre Ry<I
P Ry >1 bpk
] I<Ry<l+ o
P2 Ro>1+ % Estable

cdu

Fuente: Esta investigacion.

Cuando el numero reproductivo basico de
la infeccion es menor que uno (R<I) la
infeccion es eliminada, es decir, la carga viral
inicial no es capaz de reproducirse y por lo
tanto es eliminada. Mientras que cuando el
numero reproductivo basicode la infeccion es
mayor que uno (R >1), la infeccién progresa
en los siguientes escenarios:

Cuando 1<R0<1+i£_’;

la infeccion progresa sin activar la respuesta
citotoxica.

bpk
Cuando Ry > 1+£[ la infeccién

progresa activando la respuesta citotoxica.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se fomula y analiza un
modelo matematico basico que describe la
dinamica de infeccion del virus y el efecto de
una respuesta inmune de tipo citotoxica. Este
tipo de respuesta se presenta en la respuesta
inmunoldgica celular la cual es la principal
respuesta en enfermedades adquiridas por
virus tales como el VIH-SIDA, influenza,
fiebre amarilla, entre otras enfermedades.
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