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RESUMEN

Una estructura de la integral por recorrido para el electrón relativista es 
propuesta en este trabajo. En la construcción de esta integral es utilizada 
la ecuación de Einstein-Smolukhovski y las transformaciones de Fou-
rier para cada una de las funciones de Green. Se hace un análisis de esta 
integral para tres, cuatro y N puntos fijos en la trayectoria del electrón.

ABSTRACT

A path integral structure for relativistic electron is proposed. The 
Einstein-Smolukhovski equation and the Fourier transformations for the 
Green functions are taken into account to this end. An analysis of this 
path integral for three, four an N points at electron trajectory is made.
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INTRODUCCIÓN

Las integrales por recorrido para la teoría de Dirac representan un 
tema actual  en la Física Teórica y el problema de su construcción 
es un problema abierto en nuestros días. 

Cabe mencionar algunos trabajos como los de Takashi Ichinose [15], 
en donde se analiza  la construcción de una integral por recorrido para 
la ecuación radial de Dirac, obteniéndose una representación integral 
de camino usando la función de Green para la ecuación radial de Dirac. 

El trabajo de B. Gaveau [16] describe un camino de recorrido para la 
ecuación de Dirac y la derivación del espiin espacial, donde se con-
struye un nuevo tipo de integral por recorrido para el propagador de la 
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ecuación de Dirac. 

En el presente trabajo se propone una nueva 
alternativa para la construcción de las inte-
grales por recorrido para el propagador de 
Dirac.  

Teniendo en cuenta las cualidades matemáti-
cas de las transformaciones de Fourier y su 
facilidad en interpretación y operación, se 
propone construir las integrales por recorrido 
expresadas a través de las transformaciones 
de Fourier para cada uno de los propagadores 
de Dirac correspondientes a las transiciones 
entre punto y punto de la trayectoria del elec-
trón. 

Los propagadores de Dirac son por naturaleza 
funciones generalizadas o distribuciones y 
por lo tanto es indispensable tratarlos como 
tales. 

Por esto mismo, como punto de partida para 
la construcción de las integrales por recorrido 
se toma la ecuación de Einstein-Smolukhovs-
ki que, en su forma de la teoría de distribucio-
nes, para tres puntos fijos t0, t1, t2 en la trayec-
toria del electrón toma la forma:

(1)

En donde los propagadores de Dirac D están 
dados para los diferentes puntos, y  son las 
funciones finitas que surgen de la teoría de 
distribuciones. 

En la ecuación (1) las integrales están 
expresadas a través de las tres coordenadas 
espaciales, es decir a la izquierda de esta 
ecuación se tienen seis integrales con respecto 
a las coordenadas  y . En la figura 1 se ilustra la 
forma de la trayectoria para estos tres puntos. 

Figura 1. Trayectoria recorrida por un electrón desde  
hasta.

Teniendo en cuenta las transformaciones de 
Fourier para cada uno de los propagadores, 
se puede escribir la forma de las integrales 
por recorrido expresada a través de estas 
transformaciones: 

donde     son las transformadas de Fourier 
para los propagadores de Dirac. 

Función de Green 

La función de Green para la ecuación de 
Dirac es por definición aquella solución D 
que satisface la ecuación:

   (2)

en donde        se denota como el propaga-
dor dado para el electrón con masa m0 y con t 
como el tiempo que juega en esta ecuación el 
papel de parámetro. 

La función de Green tiene la forma:

(2)

en donde  es la función de Pauli-Jordan,

(3)

expresada en el sistema de unidades c=1,  es 
la función de Heaviside y   la función de Bes-
sel de primer orden. La interpretación física 
de la función de Pauli-Jordan la dio por prim-
era vez Bogoliubov, y describe el cono de luz 
para la partícula relativista. 

Como se puede ver, el primer término de esta 
función, correspondiente a la función delta, 
representa la superficie del cono, mientras 
que el segundo término, que contiene la fun-
ción   representa el interior del cono. 

Podemos observar que cuando las coordena-
das x superan ct este segundo término es anu-
lado por la función , es decir el electrón no pu-
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Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón 
desde    hasta     .

 
 

En resumen, la expresión (11) se puede 
escribir  
 ̃   
    ̃     

   ̃   
   ̃   

   

 ∏{    [(   )√     ]
 

   

   
 (   )    
√     

   [(   )√     ]}  
 
donde               
 

𝑡𝑡  

 𝑥𝑥𝑁𝑁 

𝑡𝑡𝑁𝑁 

𝑡𝑡   𝑥𝑥   𝑥𝑥  

 𝑥𝑥   𝑥𝑥  
𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

(7) 
 

en donde (   ) es simplemente 
              . En el cálculo de 
(7) resultan expresiones matemáticas 
muy extensas que no valen la pena 
escribir aquí. Nos limitamos 
simplemente a escribir el resultado. La 
expresión (7) finalmente toma la forma:  
                ( √     )

    [(   )    ] {       

       ( √ 
    ) 

 √     
}  

(8) 
Finalmente, teniendo en cuenta (5), (6) 
y (8) obtenemos la expresión para la 
transformada de Fourier para el 
propagador de Dirac:  
 
 ̃  ( )         ( √     )

    {(   )

   }     ( √ 
    ) 

 √     
               

(9) 
 

Como podemos ver, la transformada de 
Fourier es una función analítica 
expresada a través de las funciones seno 
y coseno, y no sufre de complicaciones 
matemáticas como la función de Green 
directa, la cual contiene las funciones 
delta de Dirac y de Heaviside.  
 

Estructura de la integral por 
recorrido  

 
Tomando la transformada de Fourier de 
la Solución Fundamental de la ecuación 
de Dirac (ecuación (9))   se verifica que 
se cumple el principio de la causalidad 
para el intervalo de tiempo        . 
Se halla entonces la expresión: 
 

 ̃       ̃      
 
la cual, luego de ciertos cálculos 
matemáticos adquiere la forma: 

 ̃       ̃     

      [(     )√     ]

   
 (   )    
√     

   [(     )√     ]  

(10) 
 

lo que significa que se cumple el 
principio de la causalidad: 
 

 ̃       ̃     =  ̃     
  

para tres puntos t1,    t2. Si se toman 
ahora cuatro puntos fijos en la 
trayectoria de la partícula, entonces 
podemos escribir las transformadas de 
Fourier de las funciones de Green para 
los cuatro puntos y verificar de la 
misma forma que (10), que se cumple el 
principio de la causalidad:  
 

 ̃     
   ̃        ̃        ̃     

  
 

Donde            . Cabe destacar 
que los cálculos matemáticos se hacen 
más complejos a medida que se 
aumenta el número de puntos. Sin 
embargo se puede hacer una 
generalización y escribir la expresión 
para una trayectoria en donde se tienen 
N puntos fijos.  Para este caso tenemos 
que se cumple  
 
 ̃            ̃              ̃         ̃         ̃       

(11) 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón 
desde    hasta     .

 
 

En resumen, la expresión (11) se puede 
escribir  
 ̃   
    ̃     

   ̃   
   ̃   

   

 ∏{    [(   )√     ]
 

   

   
 (   )    
√     

   [(   )√     ]}  
 
donde               
 

𝑡𝑡  

 𝑥𝑥𝑁𝑁 

𝑡𝑡𝑁𝑁 

𝑡𝑡   𝑥𝑥   𝑥𝑥  

 𝑥𝑥   𝑥𝑥  
𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

(7) 
 

en donde (   ) es simplemente 
              . En el cálculo de 
(7) resultan expresiones matemáticas 
muy extensas que no valen la pena 
escribir aquí. Nos limitamos 
simplemente a escribir el resultado. La 
expresión (7) finalmente toma la forma:  
                ( √     )

    [(   )    ] {       

       ( √ 
    ) 

 √     
}  

(8) 
Finalmente, teniendo en cuenta (5), (6) 
y (8) obtenemos la expresión para la 
transformada de Fourier para el 
propagador de Dirac:  
 
 ̃  ( )         ( √     )

    {(   )

   }     ( √ 
    ) 

 √     
               

(9) 
 

Como podemos ver, la transformada de 
Fourier es una función analítica 
expresada a través de las funciones seno 
y coseno, y no sufre de complicaciones 
matemáticas como la función de Green 
directa, la cual contiene las funciones 
delta de Dirac y de Heaviside.  
 

Estructura de la integral por 
recorrido  

 
Tomando la transformada de Fourier de 
la Solución Fundamental de la ecuación 
de Dirac (ecuación (9))   se verifica que 
se cumple el principio de la causalidad 
para el intervalo de tiempo        . 
Se halla entonces la expresión: 
 

 ̃       ̃      
 
la cual, luego de ciertos cálculos 
matemáticos adquiere la forma: 

 ̃       ̃     

      [(     )√     ]

   
 (   )    
√     

   [(     )√     ]  

(10) 
 

lo que significa que se cumple el 
principio de la causalidad: 
 

 ̃       ̃     =  ̃     
  

para tres puntos t1,    t2. Si se toman 
ahora cuatro puntos fijos en la 
trayectoria de la partícula, entonces 
podemos escribir las transformadas de 
Fourier de las funciones de Green para 
los cuatro puntos y verificar de la 
misma forma que (10), que se cumple el 
principio de la causalidad:  
 

 ̃     
   ̃        ̃        ̃     

  
 

Donde            . Cabe destacar 
que los cálculos matemáticos se hacen 
más complejos a medida que se 
aumenta el número de puntos. Sin 
embargo se puede hacer una 
generalización y escribir la expresión 
para una trayectoria en donde se tienen 
N puntos fijos.  Para este caso tenemos 
que se cumple  
 
 ̃            ̃              ̃         ̃         ̃       

(11) 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón 
desde    hasta     .

 
 

En resumen, la expresión (11) se puede 
escribir  
 ̃   
    ̃     

   ̃   
   ̃   

   

 ∏{    [(   )√     ]
 

   

   
 (   )    
√     

   [(   )√     ]}  
 
donde               
 

𝑡𝑡  

 𝑥𝑥𝑁𝑁 

𝑡𝑡𝑁𝑁 

𝑡𝑡   𝑥𝑥   𝑥𝑥  

 𝑥𝑥   𝑥𝑥  
𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

(7) 
 

en donde (   ) es simplemente 
              . En el cálculo de 
(7) resultan expresiones matemáticas 
muy extensas que no valen la pena 
escribir aquí. Nos limitamos 
simplemente a escribir el resultado. La 
expresión (7) finalmente toma la forma:  
                ( √     )

    [(   )    ] {       

       ( √ 
    ) 

 √     
}  

(8) 
Finalmente, teniendo en cuenta (5), (6) 
y (8) obtenemos la expresión para la 
transformada de Fourier para el 
propagador de Dirac:  
 
 ̃  ( )         ( √     )

    {(   )

   }     ( √ 
    ) 

 √     
               

(9) 
 

Como podemos ver, la transformada de 
Fourier es una función analítica 
expresada a través de las funciones seno 
y coseno, y no sufre de complicaciones 
matemáticas como la función de Green 
directa, la cual contiene las funciones 
delta de Dirac y de Heaviside.  
 

Estructura de la integral por 
recorrido  

 
Tomando la transformada de Fourier de 
la Solución Fundamental de la ecuación 
de Dirac (ecuación (9))   se verifica que 
se cumple el principio de la causalidad 
para el intervalo de tiempo        . 
Se halla entonces la expresión: 
 

 ̃       ̃      
 
la cual, luego de ciertos cálculos 
matemáticos adquiere la forma: 

 ̃       ̃     

      [(     )√     ]

   
 (   )    
√     

   [(     )√     ]  

(10) 
 

lo que significa que se cumple el 
principio de la causalidad: 
 

 ̃       ̃     =  ̃     
  

para tres puntos t1,    t2. Si se toman 
ahora cuatro puntos fijos en la 
trayectoria de la partícula, entonces 
podemos escribir las transformadas de 
Fourier de las funciones de Green para 
los cuatro puntos y verificar de la 
misma forma que (10), que se cumple el 
principio de la causalidad:  
 

 ̃     
   ̃        ̃        ̃     

  
 

Donde            . Cabe destacar 
que los cálculos matemáticos se hacen 
más complejos a medida que se 
aumenta el número de puntos. Sin 
embargo se puede hacer una 
generalización y escribir la expresión 
para una trayectoria en donde se tienen 
N puntos fijos.  Para este caso tenemos 
que se cumple  
 
 ̃            ̃              ̃         ̃         ̃       

(11) 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón 
desde    hasta     .

 
 

En resumen, la expresión (11) se puede 
escribir  
 ̃   
    ̃     

   ̃   
   ̃   

   

 ∏{    [(   )√     ]
 

   

   
 (   )    
√     

   [(   )√     ]}  
 
donde               
 

𝑡𝑡  

 𝑥𝑥𝑁𝑁 

𝑡𝑡𝑁𝑁 

𝑡𝑡   𝑥𝑥   𝑥𝑥  

 𝑥𝑥   𝑥𝑥  
𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

(7) 
 

en donde (   ) es simplemente 
              . En el cálculo de 
(7) resultan expresiones matemáticas 
muy extensas que no valen la pena 
escribir aquí. Nos limitamos 
simplemente a escribir el resultado. La 
expresión (7) finalmente toma la forma:  
                ( √     )

    [(   )    ] {       

       ( √ 
    ) 

 √     
}  

(8) 
Finalmente, teniendo en cuenta (5), (6) 
y (8) obtenemos la expresión para la 
transformada de Fourier para el 
propagador de Dirac:  
 
 ̃  ( )         ( √     )

    {(   )

   }     ( √ 
    ) 

 √     
               

(9) 
 

Como podemos ver, la transformada de 
Fourier es una función analítica 
expresada a través de las funciones seno 
y coseno, y no sufre de complicaciones 
matemáticas como la función de Green 
directa, la cual contiene las funciones 
delta de Dirac y de Heaviside.  
 

Estructura de la integral por 
recorrido  

 
Tomando la transformada de Fourier de 
la Solución Fundamental de la ecuación 
de Dirac (ecuación (9))   se verifica que 
se cumple el principio de la causalidad 
para el intervalo de tiempo        . 
Se halla entonces la expresión: 
 

 ̃       ̃      
 
la cual, luego de ciertos cálculos 
matemáticos adquiere la forma: 

 ̃       ̃     

      [(     )√     ]

   
 (   )    
√     

   [(     )√     ]  

(10) 
 

lo que significa que se cumple el 
principio de la causalidad: 
 

 ̃       ̃     =  ̃     
  

para tres puntos t1,    t2. Si se toman 
ahora cuatro puntos fijos en la 
trayectoria de la partícula, entonces 
podemos escribir las transformadas de 
Fourier de las funciones de Green para 
los cuatro puntos y verificar de la 
misma forma que (10), que se cumple el 
principio de la causalidad:  
 

 ̃     
   ̃        ̃        ̃     

  
 

Donde            . Cabe destacar 
que los cálculos matemáticos se hacen 
más complejos a medida que se 
aumenta el número de puntos. Sin 
embargo se puede hacer una 
generalización y escribir la expresión 
para una trayectoria en donde se tienen 
N puntos fijos.  Para este caso tenemos 
que se cumple  
 
 ̃            ̃              ̃         ̃         ̃       

(11) 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón 
desde    hasta     .

 
 

En resumen, la expresión (11) se puede 
escribir  
 ̃   
    ̃     

   ̃   
   ̃   

   

 ∏{    [(   )√     ]
 

   

   
 (   )    
√     

   [(   )√     ]}  
 
donde               
 

𝑡𝑡  

 𝑥𝑥𝑁𝑁 

𝑡𝑡𝑁𝑁 

𝑡𝑡   𝑥𝑥   𝑥𝑥  

 𝑥𝑥   𝑥𝑥  
𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

(7) 
 

en donde (   ) es simplemente 
              . En el cálculo de 
(7) resultan expresiones matemáticas 
muy extensas que no valen la pena 
escribir aquí. Nos limitamos 
simplemente a escribir el resultado. La 
expresión (7) finalmente toma la forma:  
                ( √     )

    [(   )    ] {       

       ( √ 
    ) 

 √     
}  

(8) 
Finalmente, teniendo en cuenta (5), (6) 
y (8) obtenemos la expresión para la 
transformada de Fourier para el 
propagador de Dirac:  
 
 ̃  ( )         ( √     )

    {(   )

   }     ( √ 
    ) 

 √     
               

(9) 
 

Como podemos ver, la transformada de 
Fourier es una función analítica 
expresada a través de las funciones seno 
y coseno, y no sufre de complicaciones 
matemáticas como la función de Green 
directa, la cual contiene las funciones 
delta de Dirac y de Heaviside.  
 

Estructura de la integral por 
recorrido  

 
Tomando la transformada de Fourier de 
la Solución Fundamental de la ecuación 
de Dirac (ecuación (9))   se verifica que 
se cumple el principio de la causalidad 
para el intervalo de tiempo        . 
Se halla entonces la expresión: 
 

 ̃       ̃      
 
la cual, luego de ciertos cálculos 
matemáticos adquiere la forma: 

 ̃       ̃     

      [(     )√     ]

   
 (   )    
√     

   [(     )√     ]  

(10) 
 

lo que significa que se cumple el 
principio de la causalidad: 
 

 ̃       ̃     =  ̃     
  

para tres puntos t1,    t2. Si se toman 
ahora cuatro puntos fijos en la 
trayectoria de la partícula, entonces 
podemos escribir las transformadas de 
Fourier de las funciones de Green para 
los cuatro puntos y verificar de la 
misma forma que (10), que se cumple el 
principio de la causalidad:  
 

 ̃     
   ̃        ̃        ̃     

  
 

Donde            . Cabe destacar 
que los cálculos matemáticos se hacen 
más complejos a medida que se 
aumenta el número de puntos. Sin 
embargo se puede hacer una 
generalización y escribir la expresión 
para una trayectoria en donde se tienen 
N puntos fijos.  Para este caso tenemos 
que se cumple  
 
 ̃            ̃              ̃         ̃         ̃       

(11) 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón 
desde    hasta     .

 
 

En resumen, la expresión (11) se puede 
escribir  
 ̃   
    ̃     

   ̃   
   ̃   

   

 ∏{    [(   )√     ]
 

   

   
 (   )    
√     

   [(   )√     ]}  
 
donde               
 

𝑡𝑡  

 𝑥𝑥𝑁𝑁 

𝑡𝑡𝑁𝑁 

𝑡𝑡   𝑥𝑥   𝑥𝑥  

 𝑥𝑥   𝑥𝑥  
𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

𝑡𝑡  

PP: 11-15

Santiago L.



14

Eco.Mat

Cúcuta-Colombia

Vol. 5

No. 1

Enero-Diciembre 2014

ISSN 1794-8231
adquiere la forma:
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Figura 2.: Trayectoria recorrida por un electrón desde  
x0  hasta xN.
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Donde            . Cabe destacar 
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más complejos a medida que se 
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Por otro lado, la parte izquierda del 
principio de  causalidad para la solución 
fundamental de la ecuación de Dirac 
(ecuación (1)), puede ser analizada 
dentro del margen de la teoría de 
funciones generalizadas como un 
conjunto cilíndrico de trayectorias 
generalizadas  ( )  las cuales satisfacen 
las condiciones [10]: 

∫   ( )
 

 
  ( )                    

 
donde   ( ) son funciones dadas de 
cualquier tipo;    son vectores 
tridimensionales que juegan el papel de 
base del conjunto cilíndrico. Entonces la 
integral por recorrido para la teoría de 
Dirac  se puede definir por la integral 
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la cual, expresada a través de las 
transformadas de Fourier toma la forma:  
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(12) 
obteniéndose una estructura de la 
integral por recorrido para la ecuación 
de Dirac en función de su solución 
fundamental y de las transformaciones 
de Fourier para dicha solución.  
 
Cada una de estas transformadas 
representa la transformada de Fourier de 
cada una de las funciones de Green, que 
a su vez describe la evolución del 
electrón como una fuente puntual de 
acción instantánea, tal como se define la 
función de Green. 
 
Es importante recalcar que la integral 
por recorrido es una forma de 
descripción de la mecánica cuántica, 
que permite entender desde otro punto 
de vista los problemas del micromundo 
en comparación con la mecánica de 
operadores.  La fórmula (12) permite 

hacer operaciones matemáticas mucho 
más sencillas que utilizando la solución 
fundamental directamente.  
 
Además por la igualdad de Parseval 
podemos en cualquier momento pasar a 
la función directa para obtener 
resultados físicos concretos.  
 
Conclusiones 
 
La transformada de Fourier de la 
Función de Green puede ser expresada a 
través de funciones analíticas como las 
funciones  seno y coseno.  
 
La estructura de la integral por recorrido 
para la ecuación de Dirac puede ser 
representada en función de las 
transformadas de Fourier de las 
funciones de Green;  estas últimas 
describen una fuente puntual de acción 
instantánea que se propaga a través del 
tiempo.   
 
La transformada de Fourier 
matemáticamente  puede tener la misma 
representación que la función directa, y 
esto se expresa claramente en la 
igualdad de Parseval.  
 
Teniendo en cuenta lo anterior, 
finalmente se propone una estructura 
para la integral por recorrido para la 
Teoría de Dirac en el caso de la 
partícula libre. 
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CONCLUSIONES

La transformada de Fourier de la Función 
de Green puede ser expresada a través de 
funciones analíticas como las funciones  seno 
y coseno. 

La estructura de la integral por recorrido para 
la ecuación de Dirac puede ser representada en 
función de las transformadas de Fourier de las 
funciones de Green;  estas últimas describen 
una fuente puntual de acción instantánea que 
se propaga a través del tiempo.  

La transformada de Fourier matemáticamente  
puede tener la misma representación que la 
función directa, y esto se expresa claramente 
en la igualdad de Parseval. 

Teniendo en cuenta lo anterior, finalmente se 
propone una estructura para la integral por 
recorrido para la Teoría de Dirac en el caso de 
la partícula libre.
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