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Abstract: This article presents research focused on the implementation of a teaching
proposal aimed at strengthening the understanding of the Cartesian plane, the distance
between two points, and the calculation of midpoints in eighth-grade secondary school
students in Costa Rica, whose ages range from 12 to 14 years old. The pedagogical
intervention is based on the use of the CoorCar Intelligent Tutorial System and the teaching
model proposed by Cuevas-Pluvinage, integrating digital technological tools to enhance
the teaching-learning process. The research is framed within the educational design
approach, developed in three phases: design, experimentation, and retrospective analysis,
through a single classroom study cycle. The findings show that the activities applied
significantly favored the learning of analytical geometry, allowing students to improve
in the location of points, the identification of Cartesian axes (abscissas and ordinates), the
calculation of distances between two points, as well as in the determination of midpoints
and intermediate points.
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Resumen: Este articulo presenta una investigacion centrada en la
implementaciéon de una propuesta didactica orientada a fortalecer la
comprension del plano cartesiano, la distancia entre dos puntos y el calculo
de puntos medios en estudiantes de octavo afio de educacion secundaria en
Costa Rica, cuyas edades oscilan entre los 12 y 14 afios. La intervencion
pedagogica se fundamenta en el uso del Sistema Tutorial Inteligente
CoorCar y el modelo didactico propuesto por Cuevas-Pluvinage,
integrando herramientas tecnoldgicas digitales para potenciar el proceso
de ensefianza-aprendizaje. La investigacion se enmarca en el enfoque
de disefio educativo, desarrollado en tres fases: disefio, experimentacion
y andlisis retrospectivo, a través de un Unico ciclo de estudio de aula.
Los hallazgos evidencian que las actividades aplicadas favorecieron
significativamente el aprendizaje de la geometria analitica, permitiendo a
los estudiantes mejorar en la ubicacion de puntos, la identificacion de los
ejes cartesianos (abscisas y ordenadas), el calculo de distancias entre dos

puntos, asi como en la determinacion de puntos medios e intermedios.

Introduccion

Ensenar bien la geometria implica [el profesor]
saber reconocer problemas y teoremas geométricos
interesantes, apreciar la historia y el contexto
cultural de la geometria, y comprender los muchos
y variados usos que se le dan a la geometria. (Jones,
2002, p. 122)

Este enfoque integral de ensefiar geometria
subraya la importancia de ir més alla de la simple
memorizacion de formulas y conceptos abstractos.
Al reconocer problemas y teoremas geométricos
interesantes, el profesor tiene la oportunidad de
transformar el aprendizaje en una experiencia
dindmica y desafiante.

La matematica, especialmente la geometria,
suele ser dificil en la educacion secundaria (12-
14 afios) (NCTM, 2000). La geometria demanda
a nuestros sentidos visuales, estéticos e intuitivos,
apreciar el disefio y la arquitectura. Conrelaciénalos
conceptos introductorios de la Geometria Analitica,
es importante destacar que a menudo los profesores
no logran abordarlos de manera exhaustiva debido
a las limitaciones de tiempo, a pesar de que estos
conceptos estan incluidos en todos los programas
del Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica
(MEP) desde el afio 2012.

La Geometria Analitica es una parte
fundamental de la educaciébn matematica y
proporciona herramientas utiles para comprender
la relacion entre la geometria y el algebra a través
de las coordenadas -cartesianas. Sin embargo,
la complejidad de estos conceptos en ocasiones
dificultad la inclusiéon completa en el curriculo
académico. A lo largo de la ensefianza escolar se
implementan varias actividades con el fin de apoyar
a los estudiantes a desarrollar habilidades en el plano
cartesiano, tales como: ubicar y reconocer puntos en
el plano cartesiano, reconocer los ejes cartesianos,
calcular la distancia entre dos puntos, y determinar
el punto medio de un segmento (MEP, 2012).

A pesar de los intentos por ensefar el plano
cartesiano, muchos alumnos contintan teniendo
dificultades para comprender y utilizar tales
conceptos, sobre todo cuando se trata de situar figuras
geométricas y puntos (Aravena y Morales, 2018).
El uso de tecnologia educativa, como GeoGebra,
mejora el aprendizaje de geometria analitica (Torres,
2017). Este procedimiento ayuda a los alumnos a
comprender conceptos como ubicaciéon de puntos
en el plano cartesiano, distancia entre dos puntos y
punto medio.
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Valencia (2020) senala que el uso del plano
cartesiano es un desafio para los estudiantes de
nivel basico, a pesar de que este tema es obligatorio
en los programas de educacién. Muchas veces, los
estudiantes tienen dificultades para trazar el plano
cartesiano de manera correcta, mantener la misma
distancia entre cada unidad de los ejes, colocar
las coordenadas de forma adecuada y existe una
confusién con los ejes de las abscisas y ordenadas,
lo que afecta su aprendizaje en este tema. Por
lo tanto, es tarea del profesor buscar formas para
que los estudiantes de secundaria dominen el
tema del plano cartesiano mediante estrategias
pedagogicas adecuadas, fomentando la practica y
la comprension visual, asi como relacionando este
tema con situaciones de la vida cotidiana para que
los estudiantes puedan ver la importancia y utilidad
de este concepto.

Tello y et al. (2016) desarrollaron una unidad
didactica sobre la distancia entre dos puntos para que
los estudiantes comprendan este concepto y puedan
calcularlo en la recta numérica, ademas, de utilizar
el teorema de Pitagoras. Los estudiantes encontraron
atractivo el calculo de la distancia entre dos puntos
debido a su aplicacion en situaciones cotidianas,
lo que mejoré6 su motivacion y aprendizaje.
Proponiendo  soluciones 'y  procedimientos
matematicos, las tareas ayudaron a los estudiantes a
entender el uso de las matematicas en la vida diaria
y a distinguir la distancia entre puntos en la recta,
el plano y en relacion con el teorema de Pitagoras.

Del mismo modo, en su investigacion, Acufia
(2001) describe las dificultades que experimentan
los estudiantes de secundaria al tratar de establecer
el orden correcto de las coordenadas de los puntos en
el plano cartesiano. En lugar de utilizar el plano para
trabajar en un espacio orientado de dos dimensiones,
los estudiantes limitan su uso solo a la descripcion
de pares de numeros positivos 0 negativos.

Ademas, segun Acuiia (2005), los estudiantes
de bachillerato, que tienen entre 16 y 19 afios, suelen
tener dificultades en reconocer puntos en el plano
cartesiano, ubicar los nimeros positivos y negativos
en los ejes horizontal y vertical del plano cartesiano
y entender los términos "ordenada" y "abscisas" en
geometria analitica.

En esta misma linea, segtn la investigacion de

Pérez (2022) al aplicar actividades basadas en el
enfoque variacional-covariacional, los estudiantes
de secundaria presentaban dificultades para entender
el concepto de covariacion debido a su falta de
habilidad para reconocer y graficar puntos en el
plano cartesiano.

Debido a lo anterior, los estudiantes de
secundaria enfrentan desafios en geometria analitica
con conceptos como el plano cartesiano, identificar
los ejes, la ubicacion de puntos, el calculo de
distancia entre dos puntos y el punto medio de un
segmento. Se propone una estrategia educativa
innovadora usando la tecnologia del sistema tutorial
inteligente "CoorCar".

Este enfoque pedagogico busca mejorar la
ensefanza de la geometria analitica a estudiantes
costarricenses de octavo nivel (12-14 afos)
mediante recursos tecnoldgicos. Su objetivo es
facilitar la comprension de conceptos fundamentales
y promover un aprendizaje mas interactivo y
dinamico. En ultima instancia, pretende fortalecer
las habilidades matematicas de los estudiantes para
prepararlos mejor ante futuros desafios académicos
y profesionales.

1. Modelo Didactico Cuevas- Pluvinage

En la actualidad, todavia se observa una
ensefanza tradicional y memoristica en las clases
de matematicas, donde el profesor "explica" los
conceptos resolviendo problemas rutinarios,
mientras los estudiantes toman apuntes para
memorizar y pasar los exdmenes ad hoc. Cuevas
y Pluvinage (2003), contrario a la propuesta
anterior, proponen una ingenieria didactica basada
en proyectos de accion practica para desarrollar
actividades que fomenten la ensefianza con un
aprendizaje significativo de las matematicas. De su
propuesta destacan los siguientes aspectos clave:

El estudiante debe estar siempre realizando
una accion, en el caso de matematicas resolviendo
o intentando resolver un problema. Descomponer
un problema complejo en diversas actividades mas
simples, establecer actividades que promuevan
la conversion de los diferentes registros de
representacion semidtica, y proponer problemas
inversos y directos.
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Por ejemplo, el sistema CoorCar no actua si el
estudiante no interactda; sin embargo, proporciona
retroalimentacion ante cada respuesta del estudiante.
Esta retroalimentacion se divide en dos fases:
correccion de sintaxis, donde se evalla la precision
de la escritura de la solucidn; y revision semantica,
donde se determina la correccién de la respuesta
en si. Un caso ilustrativo es cuando se solicita al
Estudiante 6 escribir las coordenadas de un punto en
el plano. En este caso, el estudiante omite la coma
que separa las coordenadas, y el sistema responde
enviandole un mensaje que le insta a realizar la
correccion utilizando su propio editor. Este enfoque
de retroalimentacion segmentada permite un proceso
mas detallado y efectivo en la correccion y mejora
de las respuestas de los estudiantes.

Cada vez que se introduzca un concepto
0 nociébn matemadtica, intentar partir de un
problema en cierto contexto de interés para
el educando. Este problema puede generar
gjercicios o subproblemas cuya solucion,
en forma estructurada y coordinada, lleven
al estudiante a definir o mostrar el concepto
matematico deseado. Esto, desde luego, no es
posible de realizar para cada uno de los conceptos
intrinsecos a un determinado tema, por lo que
toca decidir al docente cudl o cuéles son los mas
trascendentes. En todo caso, nunca introducir un
concepto mediante su definicion formal (Cuevas
y Pluvinage, 2003, p. 55)

2. Uso de la tecnologia

En los ultimos afios, el uso de herramientas
tecnoldgicas ha aumentado y ha contribuido a
favorecer el aprendizaje de los estudiantes de medio
superior y de los universitarios, ya que brinda
nuevas estrategias para un mejor aprovechamiento
académico. De esta forma, se menciona que
“la tecnologia es esencial en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas; influye en las
matematicas que se enseflan y mejora el aprendizaje
de los alumnos” (NCTM 2000, p. 24). La tecnologia
no viene a sustituir el profesor, sino, a darle un apoyo
académico, enriquecer las clases y tener clases mas
dinamicas, sin embargo, el profesor debe conocer
cuando utilizar las herramientas tecnologicas o
cuando el lapiz y el papel.

Un estudio relevante es el elaborado por Ospina

et al. (2016), quienes realizaron una investigacion,
en noveno afo, en cuatro instituciones de
secundaria urbanas de Colombia. El objetivo de la
investigacion fue evidenciar como el uso de las TIC
motiva a los estudiantes que utilizan la tecnologia
durante sus clases en comparacion con aquellos
que no las incorporan en el proceso de ensefianza
y aprendizaje. Asimismo, los investigadores
trabajaron con 8 profesores, 2 de cada institucion,
para lo cual tuvieron en cuenta diferentes contextos,
y con 20 estudiantes, 5 de cada institucion. Se aplico
un cuestionario para obtener la informacion. De esta
manera, los autores concluyeron que los estudiantes
cuyo interés es mayor se motivan mas cuando
los profesores incorporan las TICs en sus clases
y evidenciaron la necesidad de que los centros
educativos integren las herramientas tecnologicas y
capaciten a sus profesores.

Asimismo, Polania et al. (2015) realizaron una
investigacion documental sobre la incorporacion de
las TIC por parte de los profesores durante los tiltimos
5 afios. Se tomaron en cuenta tanto investigaciones a
nivel nacional en Colombia como las internacionales,
en las que los autores analizaron distintas tematicas
novedosas asociadas al uso de la tecnologia, asi como
enfoques teodricos y metodologias de ensefianza. De
esta manera, concluyeron que muchos profesores
no tienen la formacion o la capacitacion adecuada
para el uso de las TIC en sus aulas; ademas, hay una
carencia de incorporacion de equipos tecnologicos,
infraestructura, conexion a internet y formacion
académica. A su vez, reconocen la necesidad de
hacer uso de la tecnologia en sus clases para evitar
que sean unicamente magistrales e incorporar
lecciones dinamicas y creativas para la ensefianza y
el aprendizaje.

Lo anterior se ve respaldado en el hecho de
que los autores argumentan que "las TIC, mediante
su apropiacion pedagdgica, brindan posibilidades
de transformar el papel del estudiante y de los
profesores, ya que son medios de comunicacion,
experimentacion e intercambio de conocimientos"
(Polania et al., 2015, p. 84).

En la investigacion de Zamora-Araya et al.
(2020), se destaca el valioso papel de las Tecnologias
de la Informacion y Comunicaciéon (TIC) como
recursos enriquecedores para los procesos de
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ensefianza-aprendizaje, especificamente en el
ambito de las matematicas. El estudio se centra en
contrastar la hipotesis de que la incorporacion de
herramientas tecnologicas, como videos y software
matematicos, mejoran el rendimiento académico
de los estudiantes en un curso de matematica. Para
realizar esto, se llevd a cabo un cuasiexperimento
con tres niveles de tratamientos cuya variable
dependiente estd representada por la nota del
segundo examen parcial, donde el primer grupo
experimental utiliz6 videos, software y el apoyo de
las clases del docente, el segundo grupo unicamente
el apoyo de los videos. Aunque el analisis estadistico
no arrojo significancia, los tamafios de efecto y los
niveles de aprobacion indican evidencia a favor del
uso de TIC para mejorar el rendimiento académico
en el curso, reforzando la pertinencia de integrar
tecnologia en la ensefianza de las matematicas.

Cuevas y Martinez (2013) proporcionan
un modelo para la construccion de Entornos
Instruccionales para el Aprendizaje de las
Matematicas (EIAM) con caracteristicas de un
Sistema Tutorial (ST) para el aprendizaje y la
ensefianza de las matemadticas. Este modelo busca
utilizar el ordenador como una herramienta cognitiva
para mejorar la ensefianza de las matematicas,
promoviendo la adquisicion de conceptos de calculo
diferencial a través de CalcVisual. Aunque el EIAM
representa un cambio en la forma tradicional de
enseflar matematicas, se destaca la importancia de
que el profesor acepte o elija las opciones adecuadas,
lo que sugiere que EIAM puede ser un apoyo para
el profesor en lugar de sustituirlo completamente.
Ademas, se menciona la resistencia a modificar
el trabajo tradicional, ya que se alteran los roles
de profesor y alumno, y se requieren habilidades
autodidacticas por parte de los estudiantes. Los
autores también destacan la importancia del
ordenador en la educacion que ayuda a mejorar la
ensefanza, y como el EIAM permite a los estudiantes
repasar facilmente lo estudiado por su cuenta para
una mejor comprension.

3. Software Educativo

Segun Torres (2017), "el software educativo
es aquella herramienta que permite el aprendizaje a
través de la interaccion entre estudiantes y maestros,
aplicando herramientas y situaciones reales" (p.

59). Es por ello por lo que, en la investigacion
se implementard un software que permita a los
estudiantes tener un aprendizaje enriquecedor.

Ademas, la utilizacion de software matematico,
segin Carbajal (2013), como "programas de calculo
simbolico, como Derive, hojas de calculo como
Excel, software de geometria dindmica como
Geogebra, Cabri, Cinderella y sistemas tutoriales
inteligentes (CALCVISUAL, LIREC)" (p. 21),
es funcional para el aprendizaje y la ensefianza
de las matematicas tanto en estudiantes como en
profesores.

Del mismo modo, Cuevas y Mejia (2003)
mencionan que el CalcVisual es una herramienta
tecnologica para apoyar el curso de calculo
diferencial, el software permite graficar las
funciones, conocer las raices de éstas, las asintotas,
los puntos criticos y de inflexion, escribir la funcion
o darle una funcién propuesta por el software,
analizar la paridad de una funcién, la concavidad,
los maximos y minimos y otros aspectos relevantes
para el aprendizaje y ensefianza de las matematicas.
El programa CalcVisual tiene dos intenciones: en
primer lugar, ensefiar a graficar una funcién y, en
segundo lugar, reconocer e interpretar la grafica de
una funcion, mediante la aplicacion de los conceptos
del célculo diferencial.

Cabe sefialar, que el programa Calc Visual
se procura que el estudiante aprenda a observar e
identificar los elementos para elaborar una grafica,
ya sea que obtenga la informacion algebraica y
numérica, o bien, se pueda reconstruir o reconocer
el polinomio a partir de la gréfica.

Igualmente, Cuevas y Pluvinage (2009)
reportaron en su investigacion que la Dra. Magally
Martinez compar6 dos grupos del curso Célculo 1.
En uno de los grupos, conformado por estudiantes de
la carrera de ingenieria informatica administrativa
(LIA) de la Universidad UAEM Valle de Chalco,
se utilizé el Calc Visual en el curso de Célculo I
por primera vez, mientras que, en el otro grupo,
conformado por estudiantes de Ingenieria en
Computacion (ICO) de la misma universidad, se
implemento la clase de manera tradicional con otro
profesor. Los resultados fueron satisfactorios para los
investigadores, ya que el indice de reprobacion para
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el grupo que utiliz6 Calc Visual fue del 25%, mientras
que para el grupo que tuvo una clase tradicional fue
del 80%. Asimismo, los autores mencionan que el
uso de las herramientas del Calc Visual facilita la
actividad de factorizacion algebraica mediante las
herramientas que el software presenta.

Adicionalmente, Cuevas et al. (2018) proponen
una estrategia para introducir el pensamiento
funcional y el concepto de funcidon real en un
curso de célculo diferencial mediante tecnologia
digital. Esta investigacion se realizd en el centro
universitario Valle de Chalco con 45 estudiantes de
ingenieria en computacion en el segundo semestre
del afio académico 2016-2017. Se impartieron tres
actividades disefiadas en una plataforma con un
escenario didactico interactivo digital (EDID) de
poleas basado en la didactica de Cuevas y Pluvinage.
Se utilizaron los softwares Derive y Calc Visual en
dos grupos de estudiantes, mientras que en los otros
dos grupos se implement6 una clase magistral.

Para introducir el concepto de funcion, en la
primera actividad, que es una representacion de la
polea jalada por un burro en un extremo y una cubeta
con agua en el otro extremo, se hace preguntas al
estudiante para que observe lo que esta fijo y lo que
varia, y se le pide que cambie los valores del radio
de la polea y la longitud de la cuerda para que logre
comprender conceptos como constante, variable
independiente y dependiente, pardmetro, dominio,
rango y variacion. En la segunda actividad, se hace
una modelacion geométrica al quitar del escenario
la polea, la cubeta, el burro y la cuerda, y se dejan
solo las letras que identifican cada uno de ellos. En
la tercera actividad, se crea una aplicacion digital
y se sitllan puntos en un plano cartesiano para que
el estudiante pueda identificar la relacion funcional
entre las variables. En conclusion, Cuevas et al.
(2018) sefialan que el concepto de funcion es
complejo tanto de aprender como de ensefiar, y se
trata de una alfabetizacion continua. Sin embargo,
su propuesta resultd efectiva para introducir
este concepto en el curso de calculo diferencial
mediante el uso de tecnologia digital y actividades
interactivas. También Cuevas utilizd este modelo
sencillo, sin software para introducir funciéon en la
educacion basica (Cuevas, 2019).

Por otro lado, Alvarez (2009) realiz6 un

estudio sobre la utilizacion del software Lirec en
la Universidad ETAC nodo de Coacalco en el III
semestre de bachillerato. Se aplico un diagndstico
en linea y un examen escrito, en el que se explico
el uso del software Lirec en el tema de la linea recta
de geometria analitica, que abarca los contenidos
de coordenadas cartesianas, pendiente de una recta,
determinacion de rectas, ecuacion de la recta,
obtencion de la grafica de la ecuacion y aplicaciones
de la recta. Posteriormente, se realizd un analisis de
los resultados obtenidos. Lirec permite al estudiante
trabajar a su propio ritmo en las actividades
propuestas por el investigador y mejorar la dificultad
que presentan los estudiantes en la ubicacion de
puntos en el plano cartesiano. Ademas, se destaca
que los estudiantes muestran interés en trabajar con
la computadora en las actividades matematicas y que
hay pocos softwares educativos interactivos para
los estudiantes, como Calc Visual, Lirec, TutorEst,
entre otros.

4. Sistema Tutorial Inteligente de Geometria
Visual (Coordenadas Cartesianas-CoorCar)

De acuerdo con Alvarez (2009), los sistemas
tutoriales inteligentes son: "un software que tiene
la finalidad de satisfacer un tipo de educacion
masificada, de una sociedad cada vez mas
demandada de educacién. Un software de tipo
tutorial intenta presentar informacion y cumple las
funciones de un tutor o guia y es capaz de introducir
al estudiante en nuevos conceptos y materiales. Son
de uso individual y el avance es controlado por cada
estudiante". (p. 114)

De lo anterior, se concluye que el software no
tiene como objetivo sustituir al profesor, sino que
permite al estudiante interactuar con el software a
través de actividades y elaborarlas a su propio ritmo
de aprendizaje.

La presente propuesta educativa tiene como
objetivo utilizar herramientas digitales, como
el software de geometria visual de coordenadas
cartesianas (CoorCar), para la comprension de los
conceptos como la ubicacion de un punto en el
plano cartesiano, la distancia entre dos puntos, el
punto medio y los puntos intermedios mediante una
secuencia didactica realizada con la didéctica de
Cuevas-Pluvinage. Se propone utilizar el CoorCar
como herramienta digital para el aprendizaje y
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enseflanza de la geometria analitica, elaborar
actividades bajo el marco teérico de Cuevas-
Pluvinage e implementarlas junto con el CoorCar,
para que los estudiantes en otros cursos puedan
comprender contenidos de la geometria analitica.
Uno de los principales atributos de este software, es
que no es resolvedor, esto es, no resuelve el problema
al alumno, por el contrario, le dota de diversas
herramientas para que sea el propio estudiante quien
llegue a la solucion de los problemas planteados.

En la actualidad, existe una variedad de
software que permiten a los estudiantes resolver
problemas sencillos y complejos con soluciones
inmediatas, pero muy pocos estan desarrollados
de manera didéctica y disefiados como sistemas
tutoriales inteligentes, como es el caso de Geom
Visual. Este software permite al estudiante aprender
los conceptos de geometria analitica de manera
efectiva y amigable, ya que incluye una asesoria
continua para el usuario.

Caracteristicas del software Geometria

Visual

1. GeomVisual estadisenado paralaensefanza
y aprendizaje del sistema de coordenadas
cartesianas.

Coordenadas Cartesianas  Distancia entre dos puntos  Puntos intermedios de un segmento

2. Permite que el estudiante-usuario proponga
problemas o que el software le presente
problemas para resolver.

3. Esuna herramienta util para el profesor, ya
que permite delegar tareas y seguimiento
de los avances de los estudiantes.

4. El estudiante-usuario puede equivocarse
las veces que sea necesario en el proceso de
resolucion de problemas.

5. Esun software interactivo que guia y ayuda
al estudiante en la resolucion de problemas
de geometria analitica.

Descripcion del Sistema Tutorial Inteligente
CoorCar de Geometria Visual

El software CoorCar tiene dos menus, uno de
persiana y otro de iconos. El menu de persianas
presenta 3 temas de geometria analitica. Al
seleccionar cualquiera de los tres temas, aparece
un submenu con el contenido referente al mismo.
(Figura 1)

Depende del problema y del nivel de
resolucion en que se encuentre estaran encendidas o
deshabilitadas durante su sesion.

<= Meni de persiana

yaudel 16

< :| Ment de iconos

Sistemas de Educacion Matematica

GeomVisual

Proyecto de Geometria
Analitica Visual

A. Cuevas

’edclllth

Soluciones de software para
la ensefianza y el aprendizaje
de la matematica

Figura 1. Interfaz de Coor-Car.

Fuente: Geom-Visual: Coordenadas cartesianas
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El software CoorCar fue disenado para permitir
que el estudiante interactie de manera individual
con el apoyo de la computadora. El estudiante
escribe las respuestas a las preguntas formuladas por
el software y, durante el proceso, recibe de forma
inmediata un mensaje que indica si la respuesta
dada es correcta o incorrecta.

De esta manera, los estudiantes tienen una
participacion directa y activa con CoorCar, ya que
el software no funcionara sin la colaboracion del
estudiante.

Elment de persiana contiene todas las lecciones
y juegos de CoorCar y se podra optar por cualquiera
y en cualquier orden. El orden en que se exhiben es
un orden sugerido para el estudiante, pero queda a
decision de este o del profesor la ruta que se elija.

A continuacidn, se presentan los temas que el
CoorCar desarrolla:

Tema 1: Coordenadas cartesianas
* Submarino (Juego con coordenadas cartesianas)
» Ubicar puntos en el plano cartesiano

* Reconocer puntos del plano (Operacion inversa
de la operacion anterior)

* Mover puntos del plano (Juego de atinarle a un
blanco moviendo un punto mediante cambios en
ordenada y abscisa)

Tema 2: Distancia entre dos puntos

* Distancia entre dos puntos:{(GeomVisual
propone dos puntos. Tu propones los puntos)

(Opcion si el estudiante desea proponer puntos o
que GeomVisual los genere)

* Trazar un segmento

 Dada distancia, calcular punto (Operacion
inversa a calcular distancia entre puntos)

» Disefiar lugares

Tema 3: Puntos intermedios de un segmento

* Punto medio: {(GeomVisual propone dos
puntos. Tu propones los puntos)

¢ Doy punto medio, tu propones segmento
(Operacion inversa a calcular punto medio)

* Punto intermedio: {(GeomVisual propone dos
puntos. Tu propones los puntos)

0 Doy razoén, propones segmento (Operacion
inversa a calcular punto intermedio)

*  Construir un tridngulo (Problemas de aplicacion)

Materiales y métodos

El estudio se enmarca en un disefio de
aula estructurado en tres etapas: planificacion,
implementacion y evaluacion retrospectiva. Se
realizd6 en 2022 en un colegio privado de Costa
Rica con estudiantes de octavo afio. Se trabajo
con un grupo intacto (muestreo no probabilistico
por conveniencia): participaron inicialmente 16
estudiantes con edades entre 12 y 14 afios. Para el
analisis se consider6 la submuestra de 10 estudiantes
que completaron las tres actividades previstas, lo
que representa una retencion del 62,5 %.

Criterios de inclusion: los estudiantes
matriculados en octavo afio del centro participante
que asisten a las sesiones del estudio y completan
las actividades programadas por la investigadora.

Criterios de exclusion: los estudiantes que
no completaron las actividades y no asistieron a las
lecciones de Matematica.

Procedimiento
1. Pretest e instalacion de CoorCar.

2. Cinco sesiones presenciales: plano
cartesiano y ubicacidn y reconocimiento de
puntos; distancia entre dos puntos; punto
medio y puntos intermedios cada uno con
trabajo guiado con hojas de exploracion.

3. Postest.

4. Analisis: estadistica descriptiva.
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3.1 Fase de Diseno

Se seleccion6 un grupo de estudiantes de
secundaria cuyo contenido temadtico tuviera la
ensefanza del plano y coordenadas cartesianas. Se
solicitd un laboratorio de computo donde llevar a
cabo la experiencia didactica. Del programa se
eligieron cinco sesiones en las que se llevaria a cabo.
Se elabora el pretest para conocer las deficiencias
de los estudiantes en el contenido y luego, en la
primera sesion se realizaria la instalacion en cada
computadora del sistema inteligente CoorCar, y se
explicaria su manejo. Posteriormente, se redactan las
hojas de exploracion y aprendizaje guiado, ademas,
se decidio que el profesor durante las sesiones con
el sistema CoorCar, solo actuaria como testigo,
respondiendo solo a preguntas de manejo y dejando
a los estudiantes el aprendizaje de forma autonoma'y
colaborativa puesto que se permitiria el intercambio
de preguntas entre ellos. Para finalizar, se aplicaria
un postest para evaluar el aprendizaje que obtuvieron
los estudiantes a través de la aplicacion de las tres
actividades, con la ayuda del CoorCar. Este postest
permitiria medir de manera integral la comprension
y asimilacion de los conceptos abordados durante el

uso de la herramienta.
3.2 Fase de Experimentacion

La investigacion contd con la participacion
inicial de 16 estudiantes de octavo afo de secundaria
del Saint Margaret School de Costa Rica durante el
afio 2022, pero se seleccionaron los datos inicamente
de 10 estudiantes que fueron los que completaron
todas las actividades propuestas. Los participantes
tenian edades comprendidas entre los 12 y 14 afios.

Se desarrollaron una serie de actividades para
ensefiar el topico de coordenadas cartesianas de
geometria analitica utilizando el sistema tutorial
inteligente CoorCar. Para formular las actividades
se utilizo la didactica de Cuevas-Pluvinage (2003).
Dentro de este tema se cubrieron los puntos del
programa de estudioso: ubicacién de puntos en el
plano cartesiano; distancia entre dos puntos; punto
medio y puntos intermedios.

Las actividades didacticas, se llevaron a cabo
durante cinco sesiones de trabajo presenciales con
el grupo de estudiantes, las cuales se describen en
detalle en la Figura 2..

Actividades
Sesion 1:
Pretest
[ I ]
Sesién 2: Sesidn 3: Sesion 4:
Guia #1 Guia #2 Guia #3
]

Sesién 5:
Postest

Figura 2. Sesiones de las actividades implementadas.

Fuente: Elaboracion propia.

Fase 1: Preparacion y disefio

La planificacion y disefio se organizaron
en cinco sesiones. La primera sesion incluyd un
pretest para evaluar el conocimiento inicial de los
estudiantes. La segunda sesion se centr6 en ubicar y
reconocer puntos en el plano cartesiano. La tercera

sesion encontrar la distancia entre dos puntos y
en la cuarta sesion calcular el punto medio y los
puntos intermedios de un segmento. Finalmente, en
la quinta sesion, se aplicO un postest para evaluar
lo estudiado durante las 3 actividades. Cada sesion
incorporo hojas de exploracion y aprendizaje guiado,
ademas del uso del Sistema Tutorial CoorCar (Geom
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Visual). Estas actividades siguieron los principios
de la didactica de Cuevas-Pluvinage para explorar la
eficacia del sistema tutorial en mejorar la ensefianza
y aprendizaje de la educacion matematica.

Se aplicaron, un prestest, 3 sesiones y un postest
que se describen a continuacion:

Sesion 1. Prestest

Se inicia con la implementacion de un
diagnéstico a los alumnos con el proposito de evaluar
sus conocimientos previos en geometria analitica,
para comprender las habilidades que los estudiantes
poseian antes de comenzar con las actividades.

Asimismo, como parte del proceso, se procedio
a instalar el programa en las computadoras de los
estudiantes, asegurando asi que contaran con
acceso al Sistema Tutorial CoorCar (Geom Visual)
para realizar las actividades relacionadas con la
geometria analitica. La instalacion del programa en
las computadoras de los estudiantes fue fundamental
para garantizar la participacion y facilitar el
aprendizaje.

Sesion 2. Ubicacion de puntos en el plano
cartesiano.

La actividad 2 se evalud la capacidad de los
estudiantes en ubicar y reconocer puntos en un plano
cartesiano, ademas, en distinguir entre la abscisas y
ordenadas. En lahoja de exploracidn se presentaron
ejercicios donde debian ubicar puntos especificos en
el plano cartesiano del Sistema Tutorial CoorCar.
También, se realizd una actividad en la que los
estudiantes tenian que atinar a un blanco en el plano
cartesiano, ajustando las coordenadas de manera
precisa.

Sesion 3. Distancia entre dos puntos.

En la actividad 3 los estudiantes calculaban la
distancia entre dos puntos en el plano cartesiano con
el Sistema Tutorial CoorCar y el ment de ayuda,
para completar sus hojas de exploracion de manera
mas eficiente. Se les anima dibujar segmentos
diagonales, horizontales o verticales para medir y
observar con exactitud sus distancias. Se reta a los
alumnos a identificar un punto que falta, dado otro
punto y unadistanciaespecifica, utilizando conceptos
de geometria analitica. Ademas, el Sistema Tutorial

CoorCar permite disefiar los puntos especificos en
el plano cartesiano, lo que ofrece mas practica y
permite calcular distancias entre dos puntos.

Sesion 4. Punto medio y puntos intermedios.

Los alumnos, en la cuarta sesion, hallan el
punto medio de un segmento en el plano cartesiano
mediante la aplicacion del Sistema CoorCar.
Los estudiantes en esta actividad tienen la opcion
de emplear el Sistema Tutorial CoorCar que
ofrece el punto medio, o pueden proponer sus
propios segmentos y encontrar el punto medio
correspondiente. El punto medio de un segmento se
localiza en el centro de este segmento, dividiéndolo
en dos partes iguales. Por otra parte, se destaca que
rompe con lo habitual de un curso es la resolucion
de operaciones inversas; en este caso, el tutor
proporciona un punto medio y los estudiantes
tienen el reto adicional de encontrar los puntos que
conforman el segmento original. Para conseguir
esto, tienen que emplear sus conocimientos sobre
geometria analitica y aplicar métodos de célculo
inverso para identificar los puntos necesarios.

Para concluir las actividades, se invita a los
usuarios a calcular el punto intermedio de un
segmento en el plano cartesiano. En este caso, tienen
la opcion de proponer los puntos que conforman el
segmento o utilizar el Sistema CoorCar para que
se les proporcionen los puntos y la razén necesaria
para determinar el punto intermedio. Para calcular
el punto intermedio, los usuarios pueden recurrir
al menu de "ayuda" dentro del Sistema Tutorial
CoorCar, donde encontraran las formulas y los
pasos necesarios para realizar el calculo. Asimismo,
los usuarios tienen la posibilidad de sugerir los
puntos que conforman el segmento y, con base en
ellos, emplear las formulas y métodos que brinda
el Sistema CoorCar para determinar el punto medio
correspondiente. En otras ocasiones, el Sistema
CoorCar es capaz de producir puntos y ofrecer la
justificacion necesaria para definir el punto medio.

Sesion 5. Postest

Al finalizar las sesiones, se empled un postest
para evaluar los conocimientos adquiridos por los
estudiantes en el aprendizaje del plano cartesiano,
distancia entre dos puntos y encontrar puntos
medios e intermedios de un segmento. Este postest
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mide el progreso y el impacto de las actividades en
los estudiantes. Contiene preguntas sobre ubicar,
reconocer puntos en el plano cartesiano, calculo
de distancias entre dos puntos, puntos medios
e intermedios de un segmento. Al comparar sus
resultados con el prestest se observa que los
estudiantes lograron comprenden cada uno de los
conceptos aprendidos.

Fase 2: Implementacion

Se realiz6 una prueba piloto con un estudiante
de octavo grado de secundaria, cuyo propdsito fue
afinar el disefio de las actividades de la version
definitiva de la investigacion que se aplicaria a
los estudiantes de octavo grado del Colegio Saint
Margaret en Costa Rica. A partir de la revision del
pretest, las tres actividades y el postest, se ajusto la
redaccion de los items que generaban confusion,
se eliminaron preguntas repetidas, se reescribieron
algunas utilizando un lenguaje matematico distinto y
se anadieron otras nuevas; asimismo, se actualizaron
las guias con instrucciones paso a paso para el uso
del Sistema Tutorial CoorCar, se redisefiaron los
planos cartesianos de las guias de exploracion y
se estimaron con mayor precision los tiempos de
aplicacion de las actividades.

Cobb y Koeno (2008), mencionan que es
necesario llevar a cabo evaluaciones suplementarias
al preparar un experimento, ya que las tareas
utilizadas en muchos de los estudios previos
reflejan la manera en que el campo de estudio esta
establecido en el entorno educativo.

Experimentos de ensefianza

En el experimento de ensefianza que se llevo
a cabo en el colegio privado Saint Margaret,
ubicado en Costa Rica, Heredia, Belén, donde se
implementaron estrategias y recursos pedagdgicos
con el objetivo de mejorar el proceso de aprendizaje
de los estudiantes en el tema de geometria analitica.

1. Poblacion de estudio: Un grupo de 10
estudiantes de un colegio privado en el nivel de
octavo durante el II trimestre del 2022.

2. Implementaciéon: Se llevé a cabo de forma
presencial en el laboratorio de cémputo del
colegioy en cada computadora se instal6 Sistema
Tutorial CoorCar. Las actividades se realizaron

en 3 sesiones, con una duracidon aproximada
de una a dos horas cada una. Los estudiantes
trabajaron en forma individual y grupal durante
las sesiones, el prestes y el postest se trabajaron
de manera individual.

3. Disefio del experimento: Consistio6 en 5
sesiones de trabajo, en la primera sesion se aplico
un pretest para evaluar el conocimiento inicial
de los estudiantes. En las 3 sesiones siguientes
se implementaron actividades relacionadas con
ubicar, reconocer puntos en el plano cartesiano,
determinar la distancia entre dos puntos, punto
medio y puntos intermedios, al concluir las
actividades , se aplico un postest para medir lo
aprendido por los estudiantes.

4. Rol del investigador-profesor: Una
investigadora-profesora a cargo de la ensefianza
fue la encargada de dirigir y hacer mas facil
el proceso educativo durante las actividades,
proporcionando instrucciones, aclarando dudas
y ofreciendo retroalimentacion a los alumnos.

5. Recopilacion de datos: Se documentaron las
hojas de exploraciéon de los alumnos, en las
que se reflejaban sus soluciones y respuestas a
los problemas que se presentaron en la clase.
Estas hojas de trabajo proporcionaron una
vision detallada del proceso de pensamiento y el
progreso individual de cada estudiante.

Instrumentos

La recoleccion de informacion se desarrollo
mediante la aplicacion de un pretest, tres sesiones de
trabajo y un postest. Los datos fueron depurados y
analizados con estadistica descriptiva, garantizando
la confidencialidad de los participantes y el uso de la
informacion con fines exclusivamente investigativos.
La validez de contenido fue establecida mediante
juicio de expertos integrado por doctores en
Matematica Educativa, quienes revisaron y avalaron
los instrumentos (pretest, actividades y postest).

Resultados y discusion

A continuacion, se presentan los resultados
obtenidos de un grupo de 10 estudiantes del colegio
privado Saint Margaret, ubicado en Costa Rica,
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Heredia, Belén, durante el II trimestre del 2022
que fueron sometidos a un pretest, tres actividades
mediante el Sistema Tutorial CoorCar, siguiendo
una metodologia basada en la didactica de Cuevas-
Pluvinage y finalmente, la aplicacion de un postest
con el fin de evaluar las intervenciones.

Sesion 1

En el proceso de implementacion del pretest, se
llevé a cabo un exhaustivo analisis con el objetivo
de evaluar de manera integral el rendimiento y la
eficacia de la prueba preliminar, los datos obtenidos
son los siguientes.

Tabla 1. Dificultades observadas en la aplicacion del pretest.

Dificultad

Cantidad de estudiantes

Ubican nimeros racionales en la recta numérica

5

Dificultades al sumar o simplificar fracciones homogéneas y heterogéneas 10

Reconocen puntos, rectas, semirrectas, segmentos y rayos

5

Confunden rectas secantes con rectas perpendiculares

2

Identifican correctamente los cuadrantes del plano cartesiano

3

Ubican al menos un punto en el plano cartesiano

10

Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 2

En esta clase, los alumnos emplearon el Siste-
ma Inteligente CoorCar en sus ordenadores. Como
parte del apoyo, recibieron hojas de exploracion
impresas. Este método permitié que los alumnos
experimentaran de manera integral y participativa,
explorando y utilizando de forma préctica los con-
ceptos con el sistema y los materiales impresos pro-
porcionados.

En la primera actividad, varios alumnos no
consiguieron ubicar el origen del plano cartesia-
no y, por ende, tuvieron problemas para moverlo.

Ademas, encontraron dificultades para identificar
numeros negativos en la linea recta y encontrar la
hoja cuadriculada. En dos computadoras, también
tuvieron problemas al intentar escribir nimeros de-
cimales en el Sistema CoorCar porque no permitia
ingresar el punto o la coma. No obstante, pudieron
utilizar el CoorCar de manera adecuada y posicio-
naron los puntos en pares ordenados tal como el sis-
tema lo habia indicado.

Los alumnos lograron interpretar y generalizar
correctamente la ordenada y la abscisa, ademas de
situar los puntos en el plano cartesiano después de
utilizar CoorCar.

L Par ordenado

Figura 3. Estudiante 1: Ubicar puntos en el plano cartesiano y reconocer el eje de las abscisas y ordenadas.
Fuente: Elaboracion propia.
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Sesion 3

Enlaactividad #2, los estudiantes dedicaron dos
sesiones de una hora y media. Aunque enfrentaron

problemas técnicos con el Sistema CoorCar como el
tiempo, problemas con las computadoras, lograron
comprender correctamente la definicion de distancia
entre dos puntos.

Figura 4. Calcular distancia entre dos puntos con el CoorCar.

Fuente: Elaboracion propia.

En esta actividad, los alumnos utilizaron
la formula de distancia entre dos puntos que el
Sistema CoorCar les brindd, a la que accedieron
por medio de la opcion "ayuda". Asimismo,
emplearon sus calculadoras cientificas para llevar a
cabo los célculos requeridos. Las representaciones
mostraron diferentes maneras de proceder: unos
alumnos decidieron emplear todos los decimales

que la calculadora les daba, mientras que otros
restringieron su respuesta a dos decimales o
calcularon primero la raiz cuadrada y después
ofrecieron un célculo aproximado (ver figura 5).
Esta diversidad de perspectivas demuestra como los
alumnos son capaces de adaptarse y ser flexibles al
usar las herramientas disponibles para solucionar
problemas matematicos.

Figura 5. Estudiante 1: Generar los puntos del Geom Visual para calcular distancias.

Fuente: Elaboracion propia.

ik Aln’arese la ooordenadé Py |

determine el punto medio del segment

5 oA
anterior, lu
d QR

Figura 6. Punto medio con el CoorCar de Geom Visual.

Fuente: Elaboracion propia.
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En la figura 7, se observa que los estudiantes
calculaban el punto medio con apoyo del CoorCar.
Luego, reconocian la abscisa y ordenada del

par ordenado de manera correcta. Ninguno tuvo
problemas al escribir los pares ordenados ni al
reconocer lo solicitado.

Figura 7. Sistema CoorCar y el punto medio de un segmento.

Fuente: Elaboracion propia.

Sesion 5

Losresultados delaaplicacion del postest fueron
satisfactorios, ya que los estudiantes comprendieron
temas como ubicar puntos en el plano cartesiano,
determinar la distancia entre dos puntos y el punto
medio de un segmento.

Con el apoyo del Sistema Tutorial CoorCar, los
alumnos contestaron correctamente las preguntas
planteadas, lo cual demostré la utilidad de la
herramienta para reforzar y aplicar en practica los
conocimientos adquiridos. Los estudiantes lograron
reconocer los cuadrantes del plano cartesiano
como los ejes de las ordenadas y abscisas, asi
como los pares ordenados y las distancias, ya sean
horizontales o verticales, dentro de dicho plano.
Fue fundamental adoptar diversas estrategias
para guiar la concepcion y el desarrollo de las
guias de exploracion. Los experimentos brindaron
informacion precisa, permitiendo asi analizar como
impactaban las estrategias pedagogicas que se
implementaron. Basdndonos en los principios de la
didactica Cuevas-Pluvinage, se fundamentaron las
decisiones en la creacion de actividades y recursos
educativos. Durante la propuesta didéactica se
ejecuto un entorno de aprendizaje dindmico entre los
estudiantes, se observo la participacion, interaccion
y compresion por parte de los estudiantes. También,
al través del Sistema Tutorial CoorCar los alumnos
lograron aprender y realizar las actividades en un
entorno seguro.

Conclusiones

La implementacion del Sistema Tutorial
CoorCar resulto satisfecho para el docente y los
estudiantes, este método permitié a los estudiantes
explorar respuestas y recibir retroalimentacion
instantdnea y un informe detallado de sus errores
cometidos en la actividad. Proporcionando un
aprendizaje individualizado y que cada estudiante
asimilara los conceptos a su propio ritmo y
capacidad. Ademads, los estudiantes utilizaban
el Sistema Tutorial CoorCar para repasar los
contenidos antes de abordar conceptos de geometria
analitica. Durante cada intervencion se detectaron
dificultades entre los estudiantes con respecto al
tema de puntos intermedios, aunque los estudiantes
recibieron explicaciones claras y participaron en las
actividades disefiadas muchos de ellos enfrentaron
problemas para comprender el tema de puntos
intermedios ya que para la compresion del contenido
se requiere conceptos previos como fracciones,
razones, el plano cartesiano y la distancia entre
dos puntos. Si los estudiantes no dominaban estos
conceptos presentaban algunas dificultades para
aplicarlos en el tema de puntos intermedios.

Por otra parte, la diferencia de ubicar puntos
en el plano cartesiano, los puntos intermedios
requieren un razonamiento mas abstracto. Ademas,
se evidencia que los estudiantes reconocen en el
plano cartesiano el eje de las abscisas y el eje de las
ordenadas, crucial para avanzar en este tema. Otro
desafio en los estudiantes fue ubicar en el plano
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cartesiano el punto el origen en el Sistema Tutorial
CoorCar. También, se detectd la problematica en
la correcta disposicion de numeros negativos en
la recta numérica y el uso apropiado en la hoja
cuadricular del CoorCar en de trasladar puntos. Lo
que indica que proporcionar recursos y estrategias
ayudan a entender los conceptos.

Una caracteristica positiva es la capacidad de
los estudiantes en colocar puntos de forma precisa
en pares ordenados, segun las indicaciones del
Sistema Tutorial CoorCar de geometria analitica.

Esto evidencia que son capaces de usar
con efectividad lo que saben sobre el sistema de
coordenadas cartesianas en un contexto digital.

Por ultimo, el postest proporciond una
evaluacion exhaustiva del nivel de comprension y la
adquisicion de habilidades matematicas por parte de
los estudiantes. Los hallazgos mostraron un efecto
positivo en el aprendizaje de geometria analitica,
evidenciando un mejor desempefio y una confianza
mas alta al aplicar los conceptos estudiados.

Si bien, la tecnologia no es la solucion al
grave problema de la ensefianza y aprendizaje
de la matemadtica, la creaciéon e implementacion
de sistemas tutoriales desarrollados bajo una
propuesta didactica especifica, en trabajo conjunto
con el docente puede producir en los estudiantes
una promocion en la comprension de conceptos
matematicos.

Limitaciones

El tamafio muestral reducido limita la
generalizacion de los resultados; se trabajo en un
solo contexto (colegio privado, octavo afio, Costa
Rica), por lo que los hallazgos podrian variar en
otros niveles o tipos de centro; el disefio pre—post sin
grupo de comparacion impide atribuir con certeza
los cambios exclusivamente a la intervencion; y se
utiliz6 Ginicamente el sistema tutorial CoorCar como
apoyo tecnoldgico, lo que restringe la comparacion
con otras herramientas o enfoques didacticos.

Por tltimo, para investigaciones futuras se
recomienda ampliar la muestra e incluir centros
publicos y privados, zonas urbanas y rurales y
distintos niveles escolares para mejorar la validez
externa; ademads, comparar CoorCar con otras

alternativas como clase tradicional, GeoGebra u
otros sistemas tutoriales.
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