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RESUMEN

Este articulo es el producto de un estudio exploratorio que considera
como referencia una propuesta pedagdgica que surgié como alternativade
solucidn a los problemas identificados por una estudio previo adelantado
por un grupo de docentes que hacen investigacion en Educacion
Matematicas de la Universidad Francisco de Paula Santander (UFPS) y
que propone desarrollar temas matematicos a partir del registro grafico
e intentando articularlo con el registro algebraico, es decir, realizar el
proceso inverso a la que tradicionalmente se realiza en el aula. Se toma
como marco de referencia los trabajos de Duval y Hitt, basado en los
registros de representacidon semiotica y su incidencia en el aprendizaje
de conceptos matematicos, en particular el concepto de funcidn real. A
partir de la aplicacidon de un cuestionario a un grupo de 109 estudiantes
de la Facultad de Ingenieria se exponen algunos de los resultados sobre
la articulacion de la representacion gréafica a la algebraica.

Palabras Clave: Representaciones semioticas, registro grafico,
articulacidn de registros.

ABSTRACT

This article is the product of an exploratory study that considers a
pedagogical reference emerged as an alternative solution to the problems
identified by a previous study conducted by a group of teachers who do
research in Mathematics Education at the University Francisco de Paula
Santander (UFPS) and aims to develop mathematical topics from graphic
recording and trying to link it to the algebraic register, ie the reverse
process which traditionally takes place in the classroom. It takes as a
reference the work of Duval and Hitt, based on the records of semiotic
representation and its impact on the learning of mathematical concepts,
particularly the concept of real function. From the application of a
questionnaire to a group of 109 students of the Faculty of Engineering,
some results on the structure of the graphic representation to algebraic
exposed.

Keywords: semiotic representations, graphic recording, articulation of
records.
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INTRODUCCION

os resultados que aqui se presenta

es parte de una investigacion mas

amplia, tendiente a buscar alternativas
de solucién a dificultades detectados en la
enseflanza de la Matematica en los primeros
semestres de los programas académicos la
Facultad de Ingenieria de la UFPS, Cucuta —
Colombia.

El Calculo es una de las primeras asignatu-
ras basicas con que se encuentra el estudiante
cuando ingresa a la Universidad en los pro-
gramas de ingenieria, ya que es un pilar en
su formacion. En esta asignatura se brinda al
estudiante los conocimientos basicos que le
serviran de herramientas al llegar a las mate-
rias propias de su especialidad.

Una de las observaciones mas frecuentes en-
contradas por los docentes de Calculo al ana-
lizar las evaluaciones parciales o finales son
los errores que cometen los estudiantes atri-
buibles a deficiencias de aprendizaje prove-
nientes de los niveles educativos anteriores y
no relacionadas directamente con los temati-
cas propias de las asignaturas de Matemati-
cas que cursan, lo que indica que los mismos
comparten un marcado déficit en su forma-
cion Matematica dando resultados negativos.

Duval (1988) en su articulo “Grdficas y ecua-
ciones - La articulacion de dos registros”
aborda las reglas de correspondencia semid-
tica entre el registro de las representaciones
gréficas y el de la escritura algebraica y ar-
gumenta que, fundamentalmente, la razon de
las dificultades de lectura y de interpretacion
de las representaciones graficas cartesianas
es el desconocimiento de éstas. De acuerdo a
Duval, las propiedades de las figuras general-
mente no son abordadas en la ensefianza y al
desconocer la especificidad y la importancia
de esta via, no puede alcanzarse el objetivo de
una utilizacion correcta de las graficas carte-
sianas por la mayoria de los estudiantes.

Diversas investigaciones han detectado im-
portantes dificultades en los estudiantes en
el campo conceptual de la Matematica. Hitt

(1998), asegura que los estudiantes de Inge-
nieria, después de llevar un curso de Célculo,
no logran resolver problemas no rutinarios;
sugiere que los métodos tradicionales de ense-
flanza del célculo son insuficientes en la pre-
paracion de buenos estudiantes para aplicar el
Célculo de manera creativa. En los programas
de Ingenieria, se exige una comprension pro-
funda de los conceptos de calculo, en particu-
lar del concepto de «funcion”, el cual es fun-
damental para el desarrollo de esta asignatura
y su objetivo principal en su ensefianza es que
los estudiantes sean capaces de distinguir en-
tre sus diferentes usos y los puedan aplicar en
materias de su especialidad.

No obstante, su aprendizaje representa grandes
dificultades a los estudiantes. Hitt (1996)
expresa que “la aprehension del concepto
de funcion no parece una tarea facil, la
gran cantidad de investigaciones realizadas
con estudiantes para detectar obstdaculos
en el aprendizaje del concepto confirman la
dificultad de aprension del concepto”. .. luego
agrega “tienen una fuerte tendencia en pensar
en funciones continuas y, en muchos casos les
falta habilidad para construirlas”™...

Referido a ello, uno de los aspectos a ser con-
siderado es la posible ausencia de articulacion
entre distintos registros de representacion de
los conceptos. Para determinar condiciones
previas en ese sentido, se realizo una prueba o
cuestionario, pensando en que los problemas
de coordinacidon entre las representaciones
grafica a la algebraica de los objetos matema-
ticos podian verse reflejado en los resultados
de la misma.

MARCO TEORICO

La mayoria de las investigaciones en
Educacion Matematica en el ambito
universitario han sido realizadas sobre los
conceptos del Calculo, sin embargo, en muy
pocas se ha hecho investigacidn directa sobre
la manera de cdmo se imparten los conceptos.
La mayoria de estos estudios tratan de
encontrar obstaculos que presentan los
estudiantes cuando aprenden los conceptos
de este tema; muchos investigadores lo
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enmarcan exclusivamente como un problema
de aprendizaje, dejandole al estudiante toda
la responsabilidad de estos obstaculos; sin
embargo, ;Tienen los profesores alguna
responsabilidad sobre lo que aprenden sus
estudiantes?, es decir, (los profesores saben
como abordar el tema de la mejor forma
de modo que se pueda garantizar que sus
estudiantes de apropien del concepto?

Desde el punto de vista de varios investiga-
dores en el tema, los estudiantes muestran
obstaculos cognitivos porque no han cons-
truido el concepto matematico en cuestion y
ellos han desarrollado concepciones de ese
concepto, que los lleva a situaciones de €xi-
to en ciertos contextos y de fracaso en otros.
Es decir, una concepcion es un conocimiento
que se tiene sobre un concepto particular, este
conocimiento tiene un campo de validez y se
va refinando con la experiencia; en otras pa-
labras, la concepcion se formula a partir de
ejemplos particulares y en un inicio se utili-
za una definicion intuitiva del concepto con
el uso de palabras sencillas; con el paso del
tiempo esta nueva definicion se va refinando
hasta que llega (en el mejor de los casos) a
tomar en cuenta el caso general.

Las concepciones pueden ser un obstaculo
en el proceso de ensefianza o en la resolucion
de problemas cuando estan poco refinadas ya
que no permiten identificar o construir correc-
tamente ejemplos del concepto con el que se
estd trabajando. Sin embargo, el desarrollo de
concepciones es el paso natural para la cons-
truccion de conceptos matematicos, sobre
todo si esos conceptos son de cardcter com-
plejo.

Una pregunta a responder es ;qué factores
intervienen en los procesos de ensefianza que
mejoran el aprendizaje de los estudiantes?
ante esta pregunta la lista se hace intermina-
ble: algunos investigadores proponen como
factor de incidencia la intensidad semanal de
clase a que tienen acceso los estudiantes, otros
proponen el uso de TIC, entre otras. “La en-
sefianza tradicional tiende a centrarse en una
practica algoritmica y algebraica’, segun Ar-
tigue (1995). Santos y Vargas (2003) sefialan

que “el tipo de actividades que se fomenten en
el salon de clase necesariamente influyen en
el tipo de aprovechamiento que los estudian-
tes exhiban en sus procesos de entendimiento
o resolucion de problemas”.

Lo anterior ubican el proceso de ensefianza
que se practica en el aula como uno de los
factores de mayor incidencia en la aprehension
de conceptos matematicos, pero jes facil la
aprehension de conceptos matemdaticos? Para
dar respuesta a esta pregunta, vale la pena
citar lo afirmado por Duval desde el punto de
vista de su enfoque tedrico, un concepto se va
construyendo mediante tareas que implique el
uso de diferentes sistemas dc representacion
y promuevan la articulacién coherente entre
sus representaciones. O lo afirmado por Hitt,
el conocimiento de un individuo sobre un
concepto es estable si es capaz de articular
diferentes representaciones de ésta, libre de
contradicciones (2001).

En panicular, Duval (1988) sostiene que con
lo anteriormente expuesto queda clara la
existencia de dificultades en el proceso de
enseflanza - aprendizaje de los estudiantes
de distintos niveles de escolaridad alrededor
de los diversos conceptos matematicos, ello
como posible efecto de la aplicacion de un
sistema tradicional de enseflanza que ha
favorecido la utilizacion de unos registros
mas que otros.

Duval (1995) distingue entre lo que llama
objetos matematicos y sus representaciones,
y sostiene que estas ultimas tienen un papel
indispensable en la aprehension del objeto o
concepto matematico. Este autor establece
que: “toda representacion es parcialmente
cognitiva con respecto a lo que representa”
y por tanto: “la comprension (integral) de
un contenido conceptual esta basada en la
coordinacion de, al menos, dos registros de
representacion, en nuestro caso el registro
grdfico y el simbolico en funciones afines, y
esta coordinacion queda de manifiesto por
medio del uso rapido y la espontaneidad
de la conversion (la transformacion de un
objeto, de una situacion o de una informacion
dada en un registro, en una representacion
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de este mismo objeto, esta misma situacion
o de la misma informacion en otro registro)
cognitiva’”.

Propuesta pedagogica. El objetivo de esta
propuesta es incorporar en el proceso de en-
seflanza del aula los diversos registros de re-
presentacidon semidtica y su respectiva articu-
lacion con el fin de garantizar en el estudiante
mayor cantidad de argumentos matematicos
al momento de resolver ejercicio o proble-
mas. La propuesta aborda diversos conceptos
del Calculo diferencial tomando como punto
de partida en cada caso el uso del registro gra-

fico y a partir de ¢l desarrollar un completo
analisis matematico de los planteamientos, ta-
les como calcular dominio y rango, continui-
dad, derivadas e inversas de funciones, entre
otros aspectos.

Funciones basicas. Al empezar el estudio de
las Matematicas a partir del registro de repre-
sentacion grafico, se debe conocer la existen-
cia de una serie de funciones basicas que en
algunos casos sufren algunas transformacio-
nes y de esa forma dan lugar a un innumerable
numero de funciones adicionales (Tabla 1).

Tabla 1. Funciones basicas

-

Funcion cor?_stante y=c) Funcion linefll y=bx+c) h
Funcién cu;drética y=ax’+bx+c) Funcion cubica (y = ax’ + bx* + cx + d)
Funcion potencifl (y = ax"; n par) Funcion potencia.:(y = ax"; n impar)
Funcion racional (y = in; n par) Funcion racional (y = Ln; n impar)
ax' ax J
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Funcién irracional (y = Vx ; n par)

Funcién irracional (y = Vx ; n impar

Funcién exponencial (y =k* ; k > 1)

Funcién exponencial (y =k* ; 0<k<1I)

Funcion logaritmica (y = In(x))

Funcidn logaritmica (y = log(x))

53

Funcién Valor Absoluto (y = |x|)
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Principios bdsicos de la graficacion. Existen
cuatro principios basicos de la graficacion los
cuales se relacionan a continuacion:

Principio de alargamiento y reduccion (La
grafica de f se alarga verticalmente en un
factor ¢ o comprime verticalmente en un
factor 1/c).

Este principio también se llama ampliacion o
reduccion. Otro nombre que recibe es el de
elongacion o compresion.

Principio de desplazamiento vertical (La
grafica de f se desplaza verticalmente hacia
arriba o abajo una distancia c).

Principio de desplazamiento horizontal (La
grafica de f se desplaza horizontalmente a la
derecha o izquierda una distancia c).

Los principios de desplazamiento también se
les llaman traslaciones o corrimientos.

Principio de reflexion.

Tabla 2. Principios basicos de graficacion sobre la funcion flx) = x?

~

Principio de alargamiento y reduccion
3

Principio de desplazamiento vertical

Principio de desplazamiento horizontal

Principio de reflexion
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MATERIALES Y METODO

El estudio respondié a un enfoque exploratorio
y descriptivo. Con el fin de obtener elementos
dejuiciosobrelosposibleslogrosy dificultades
de los estudiantes en la articulacion de los
sistemas grafico al algebraico, se aplicd una
prueba o cuestionario que se administrd a
109 estudiantes, de entre 17 y 20 afios, de
los dos primeros semestres de la Facultad de
Ingenieria de la UFPS.

El instrumento a utilizar fue sometido a di-
versas instancias de evaluacion, tanto por in-
tegrantes del equipo de investigacion como
por especialistas en educacion Matematica.
El resultado de las reestructuraciones y re-
formulaciones de disefio fue la version final
del cuestionario aplicado a los estudiantes. El
cuestionario estd compuesto de cinco situa-
ciones problema relacionadas con el concepto
de funcidn real.

RESULTADOS Y DISCUSION

Articulacion de los registros grafico al
algebraico. Con el fin de dar el primer paso
en la investigacion de las dificultades que
presentan los estudiantes cuando el docente
rompe el esquema de estudio tradicional
de la ensefianza de las funciones reales, es
decir, se considera como informacion inicial
la representacion grafica de una funcion f
(x) y a partir de ella se proponen una serie
de cuestionamientos en los que para dar
solucion a cada uno de ellos el estudiante
debe interpretar la informacidn que contiene
el grafico, debe aplicar los principios
mencionados anteriormente y debe razonar
sobre la veracidad de algunas hipotesis. Se
propuso un instrumento bdsico compuesto
de 4 items y se le aplic6 a un grupo de 109
estudiantes de los dos primeros semestre de
los diversos programas de la Facultad de
Ingenierias de la UFPS.

Los ejercicios propuestos y sus resultados se
analizan a continuacion:

Ejercicio 1. Dada la siguiente grafica de la funcidn f{x).

a ) )

N J
Determine:
a. (Qué tipo de funcion es?

El 50% de los estudiantes encuestados afir-
maron que la grdfica corresponde a una
funcion cuadratica, un 30% mencionan una
funcion diferente y el porcentaje restante no
responde la pregunta.

b. Halle su ecuacion

El 40% de los estudiantes encuestados pro-
ponen la estructura de la ecuacion correcta,
un 20% proponen cualquier tipo de ecuacion
y el porcentaje restante no realiza proceso al-
guno.

C. Determine el dominio y el rango

El 50% de los estudiantes encuestados de-
terminan el dominio y el rango de la funcion
de forma correcta utilizando la notacion de
intervalos diferenciando entre intervalos
abiertos y cerrados; el 20% identifican solo
el rango y el porcentaje restante no propone
proceso alguno.

d. (La funcidn es continua?

El 50% de los es estudiante encuestados afir-
man que la informacion es continua en todo
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alguno; un 10% afirma la continuidad de la
funcion en un solo punto y el porcentaje res-
tante no responde.

e. Halle los intervalos donde la funcion
es creciente y donde es decreciente

Solo el 10% de los estudiantes encuestados
proponen de forma adecuada los intervalos
en donde la funcion es decreciente y en los
que es creciente, el porcentaje restante no
respondio a éste item.

f. Determine grafica y analiticamente su
derivada

Solo el 10% de los estudiantes encuestados
determinaron la derivada de la funcion tan-
to de forma grdfica como analitica y el resto
de los estudiantes no desarrollaron proceso
alguno en éste item, evidenciando dificultad
en el tema.

Ejercicio 2. Dada la grafica de la funcion f{x).

4 ) N

NS /
a. Halle la expresion algebraica asociada
a la grafica de f(x).

El 50% de los estudiantes encuestados pro-
pusieron la ecuacion de la grdfica de forma
correcta y el porcentaje restante no realizo
proceso alguno.

b. Grafique la funcion g(x) = |f (x))

La totalidad de estudiantes encuestados pre-
sentaron dificultad ya que el 90% de ellos no
realizaron proceso alguno y el 10% restante
determinaron dominio y rango pero la formu-
lacion de la ecuacion es incorrecta.

Ejercicio 3. Dada la grafica la funcion f(x).

4 N
\\_\___\_\_“_‘_‘_-

N /

a. Halle la expresion algebraica asociada

a la gréfica de

El 10% de los estudiantes encuestados aso-
cian la grdfica con una funcion racional pero
la expresion propuesta esta errada ya que no
considera en la expresion el intercepto con el
eje “Y”, un 30% construyen tablas de valo-
res obtenidos de la grdfica pero no proponen
expresion alguna y el porcentaje restante no
responden.

b. Grafique la funcioén

El 100% de los estudiantes encuestados pre-
sentaron dificultad en este aspecto, al punto
que ninguno de ellos intento realizar proceso
alguno.
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Ejercicio 4. Dada la grafica de la funcion f{x).

a )
N /
a. Halle la expresion algebraica asociada
a la grafica de f(x).

El 80% de los estudiantes encuestados no
realizaron proceso alguno, solo el 10% de
ellos intentaron proponer una expresion alge-
braica considerando los principios de despla-
zamiento vertical y horizontal conjuntamente
pero presentaron dificultad en la ubicacion
del exponente de la expresion y el 10% res-
tante asocian la grdfica con una funcion po-
tencia con exponente impar pero las expresio-
nes propuestas son incorrectas.

b. Determine la ecuacion de la funcion
inversa de f(x), es decir, f!(x).

La totalidad de estudiantes encuestados no
propusieron proceso alguno. Vale la pena
destacar que del 10% de estudiantes que ha-
bian intentado construir una expresion alge-
braica considerando los principios de despla-
zamiento horizontal y vertical no mostraron
ni el mas minimo interés en la busqueda de la
funcion inversa.

C. Grafique f~!(x) y determine sus carac-
teristicas.

Ninguno de los estudiantes realizo proceso
alguno.

CONCLUSIONES

Como se puede observar el instrumento
propuesto inicia con el estudio de las carac-
teristicas asociadas a la funcion cuadratica
apoyandose en los conceptos basicos que
son abordados en los dos grados de la media
vocacional tal como lo referencian los estan-
dares curriculares en Matematicas. Se consi-
deran de cada una de ellas los conceptos de
clasificacion de funciones, construccion de
la expresion algebraica asociada a la gréfica,
dominio, rango, continuidad de una funcion,
intervalos de crecimiento y decrecimiento asi
como su derivada.

De los resultados obtenidos se encontraron di-
ficultades en un alto porcentaje de estudiantes
al proponer la expresion algebraica asocia-
da con la grafica representada, situacion que
contrasta con lo afirmado anteriormente ya
que el proceso de formacion tradicional de los
docentes es partir de la expresion algebraica
de la funcion hasta representarla graficamente
en el plano cartesiano pasando por el registro
tabular como registro intermedio.

Una vez el estudiante tiene la representacion
gréfica, se apoya en ella para identificar el
dominio y el rango de la funcidn, situacion
que se evidencid en la muestra. Alrededor
del concepto de continuidad, los estudiantes
empiezan a exhibir métodos empiricos de va-
lidacién que se alejan de la rigurosidad Mate-
matica y en el momento que deben justificar
su proceder mientras les funcione lo justifican
pero en caso de encontrar inconsistencias, de
inmediato evitan la confrontacion omitiendo
la argumentacion en la respuesta.

En los conceptos de funcidn creciente y fun-
cion decreciente el estudiante evita proponer
respuesta alguna a pesar de tener la represen-
tacion gréafica de la funcidn en la que se podia
apoyar, lo que deja de manifiesto la existencia
de vacios conceptuales en lo que respecta a
la relacion entre las variables e y su repre-
sentacion en el plano cartesiano, que sumado
a la dependencia que se tiene de recurrir al
registro algebraico para validar las relaciones
entre las variables terminan convirtiéndose en
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con respecto al proceso de derivacidn la situa-
cion no mejora, un pequefio porcentaje de es-
tudiantes asocia la derivada de la funcidn con
una funcion lineal cuya pendiente es negativa
debido a que la concavidad de la funcién cua-
dratica esta orientada hacia el eje negativo de
las Y.

En la segunda situacion propuesta se aborda
el concepto de la funcidn valor absoluto y lo
que se buscaba era identificar si el estudiante
podia representar de forma grafica esta fun-
cion sin utilizar el registro algebraico, apo-
yandose solamente en el hecho de saber que
la funcién valor absoluto arroja siempre va-
lores positivos para la variable dependiente,
luego con esta informacién y apoyandose en
el principio de reflexion poder graficar la fun-
cion solicitada.

Como se pudo observar en la muestra los estu-
diantes no realizaron proceso alguno eviden-
ciando el posible desconocimiento alrededor
del comportamiento de esta funcidon ya que
en muchas instituciones educativas el docente
pierde sesiones de clases debido al cruce con
actividades institucionales llevandolo a tener
que seleccionar algunas temas para dejarlos
fuera del desarrollo de la asignatura y la fun-
cion valor absoluto es excluida comunmente.

En la tercera situacion visualiza una funcion
racional en donde se evidencia la presencia de
asintotas tanto horizontales como verticales
que afectan la continuidad de la funcion, asi
como el concepto de intercepto con el eje Y.
El identificar desde la grafica estos elementos
caracteristicos de la funcidn racional propor-
ciona elementos valiosos para la construccion
de la expresion algebraica asociada a la gra-
fica. Pero dicha situacion demanda del estu-
diante claridad conceptual alrededor del tema
y la aprehensidn de estos conceptos, situacion
que se dificulta debido al proceso tradicional
de ensefianza que proponen comunmente los
docentes del area. Los resultados obtenidos
de la muestra se convierten en evidencia para
confirmar la dificultad que presentan los estu-
diantes alrededor del tema de funciones rea-
les.

En la cuarta situacion planteada aborda los
conceptos de funcion potencia con exponente
impar, asi como los principios de desplaza-
miento horizontal y vertical afectan la repre-
sentacion grafica de la funcion para finalizar
con el concepto de funcion inversa. Como
se evidencid en la muestra a medida que las
situaciones propuestas exigian de los estu-
diantes mayor nivel de conocimiento de las
funciones reales y de los principios basicos
de graficacion, el nivel de no respuesta fue
creciendo al punto de alcanzar el 100% en la
ultima situacion planteada.

Los resultados encontrados abren la puerta
a seguir investigando en el tema con el fin
de mejorar el proceso de caracterizacion de
las dificultades que presentan los estudiantes
cuando se tiene el registro grafico como pun-
to de partida en la obtencidon de diversos ele-
mentos constitutivos y caracteristicos de las
diversas funciones reales. Todo ello con el fin
de sumar argumentos que sirvan de motiva-
cion a los docentes de Matematicas a trans-
formar sus practicas en donde se propicie la
correcta articulacion de los diversos tipos de
representaciones semioticas.
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