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RESUMEN

ABSTRACT

Se propone un desarrollo analítico para determinar la solución de las ecuaciones en movimiento de una partícula 
cargada bajo la influencia de un campo eléctrico. En la propuesta se utilizan las ventajas y propiedades de la 
transformación de Laplace para mapear un sistema de N ecuaciones diferenciales no homogéneas de segundo orden 
en un sistema compuesto por N ecuaciones lineales. A partir de la solución más general para la dinámica del sistema, 
se estudian algunos casos particulares para recuperar, de forma sencilla, los resultados presentes en la literatura. Para 
motivar el estudio, se utiliza el teorema de Ehrenfest y se discute cómo los resultados clásicos pueden interpretarse en 
su versión cuántica.

An analytical development is proposed to determine the solution of the motion equations of a charged particle under 
the influence of an electric field. In the proposal, the advantages and properties of Laplace's transformation are used 
to map a system of N second-order non-homogeneous differential equations into a system composed of N linear 
equations. From the most general solution for the dynamics of the system, some particular cases were studied to 
recover, in a simple way, the results present in the literature. To motivate the study, Ehrenfest's theorem is used and we 
discuss how the classical results can be interpreted in their quantum version.
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1. Introducción
Hace una década que se celebró el centenario Premio Nobel 
de Física por el descubrimiento del efecto Raman, concedido 
a Sir Chandrasekhara Venkata Raman [1]. Todavía es poco 
conocido y quizás por ello poco difundido en el ámbito 
académico. Este trabajo se presenta como un esfuerzo para 
introducir el tema a profesores y estudiantes de las diversas 
áreas de las ciencias exactas y permitir la discusión teórica 
de este importante fenómeno físico.

El efecto Raman puede considerarse un tema de la física 
contemporánea de relativa complejidad en su formulación 
matemática ya que para su correcta comprensión es 
necesario conocer conceptos específicos de la física cuántica. 
Por otro lado, se puede adoptar un enfoque clásico para 
introducir y comprender el fenómeno. Tal enfoque parte de 
la comprensión de los fenómenos oscilatorios, que aparecen 

a lo largo de la vida académica y se familiarizan en las más 
diversas aplicaciones. Así, por ejemplo, los estudiantes 
de segundo año de licenciatura, en general, ya tienen 
contacto con ecuaciones en movimiento, ondas mecánicas y 
electromagnéticas, ecuaciones diferenciales, diferenciación y 
anti-diferenciación y en periodos posteriores se familiarizan 
con conceptos de física cuántica. Desgraciadamente, la 
exigencia experimental del fenómeno puede ser un factor 
limitante a la hora de exponer el tema; ya que, desde el punto 
de vista experimental, se requieren laboratorios con una 
elevada inversión económica para abordar la materia.

Quizá por eso el tema no se aborda muy a menudo ni 
con la debida profundidad en las disciplinas físicas de 
los cursos de física, química o ingeniería de la inmensa 
mayoría de las universidades. Nuestro objetivo es mostrar 
que existe una forma relativamente sencilla de introducir 
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Figura 1. Representación de la dispersión de la luz 
monocromática. La dispersión Raman presenta a la luz dispersada 

como diferentes longitudes de onda (trazo azul y rojo).

el problema del efecto Raman y obtener sus principales 
características, sin recurrir a requisitos experimentales ni a 
las profundas formulaciones de las matemáticas avanzadas. 
Desde esta perspectiva, un punto de partida importante se 
basa en conocer la generalización del oscilador armónico, 
posibilitando así la comprensión y descripción clásica del 
fenómeno, de forma cualitativa, permitiendo al estudiante 
un contacto más profundo con la naturaleza oscilatoria del 
fenómeno. Esperamos que este texto sirva de base para el 
profesor que quiera abordar el tema de la espectroscopia 
Raman con cierta profundidad, deduciendo matemáticamente 
propiedades importantes del fenómeno, dando así una base 
teórica razonable al alumno que quiera continuar con la 
investigación en el área. Los únicos prerrequisitos necesarios 
para entender este desarrollo son que el alumno ya haya 
tomado un curso de ondas, electromagnetismo básico, y una 
base sobre ecuaciones diferenciales.

En los siguientes apartados de nuestro trabajo, en la 
segunda sección, haremos una breve presentación de lo que 
es la espectroscopia. En la sección 2, nos ocuparemos de 
presentar una breve historia del desarrollo del efecto Raman 
desde 1928 y sus implicaciones en el ámbito científico. En 
la sección 3 analizaremos la descripción de la formulación 
clásica para explicar el fenómeno. Finalmente, en la 
sección 4, mostraremos cómo el tratamiento clásico puede 
proporcionarnos información importante sobre la dinámica 
de un haz de partículas cargadas.

2. Espectroscopia Raman
La espectroscopia Raman es una técnica asociada a la 
dispersión electromagnética de los átomos de una muestra, 
ya sea líquida, gaseosa o sólida [1-5]. El fenómeno, tal 
y como se conoce hoy en día, se propuso inicialmente a 
principios de la década de 1920, perfeccionándose con 
las implicaciones teóricas de Smekal en 1923 [2]. Las 
comprobaciones experimentales sugirieron que ciertos 
materiales al ser irradiados con luz eran capaces de dispersar 
la radiación de forma difusa y dicha radiación dispersada 
presentaba un cambio clásico de la radiación incidente 
sobre la muestra (Fig.1).  En 1928 las publicaciones "A New 
Radiation" [3], y "A New Type of Secondary Radiation" [4], 
fueron las responsables de la comprensión del fenómeno 
que pronto se conoció como efecto Raman en homenaje 
a su descubrimiento. Dos años más tarde, los hechos 
experimentales estaban fuera de toda duda y en 1930 se 
concedió el Premio Nobel de Física a Sir Chandrasekhara 
Venkata Raman por sus trabajos sobre la dispersión de la luz 
y el descubrimiento del efecto que lleva su nombre.

Incluso después de la visibilidad proporcionada por un 
Premio Nobel, la espectroscopia Raman presentó grandes 
limitaciones en los años siguientes, precisamente porque 
era una técnica que requería la obtención de una buena e 
intensa fuente de luz monocromática (En el efecto Raman, 

la radiación incidente es de luz monocromática, es decir, 
luz con una única longitud de onda.), algo difícil de obtener 
antes de la llegada del láser en la década de 1960. Con el 
descubrimiento del láser y su uso adecuado, la espectroscopia 
Raman comenzó a ofrecer espectros de muestras sólidas con 
alta calidad y resolución, haciéndola aplicable en las más 
diversas áreas y campos científicos [6].

Siendo una técnica muy poderosa en la investigación 
de contrapartes moleculares, se ha convertido en una de 
las principales técnicas no destructivas en el análisis físico-
químico de compuestos orgánicos e inorgánicos, destacándose 
en la investigación de sistemas biológicos. Este destaque se 
debe a las ventajas que incluyen el requerimiento de muestras 
pequeñas, la posibilidad de analizar gases y sólidos, y ser 
fácilmente aplicada al análisis de soluciones acuosas [7]. 
Entre las diversas aplicaciones de la espectroscopia Raman, 
tenemos: aplicaciones biomédicas [8-13], farmacéuticas 
[14,15], arqueometría [16,17], nanotecnología [18,19], 
materiales cerámicos [20], polímeros [21], materiales 
extraterrestres [22,23], y aplicaciones forenses [24,25]. En 
la actualidad, más que consolidada en el ámbito científico, 
la espectroscopia Raman está bien fundamentada y para un 
estudio más profundo se pueden consultar algunos autores 
[26-30].

La dispersión observada no es más que la dispersión de 
la luz por el material. El efecto Raman sólo se caracteriza 
por dispersiones en las que se producen cambios en la 
frecuencia de la radiación dispersada con respecto a la 
radiación incidente; en caso contrario, el fenómeno se 
conoce como dispersión Rayleigh. La dispersión Rayleigh 
es una dispersión elástica, mientras que el efecto Raman se 
define por una dispersión inelástica (figura 1).
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En general, cuando hablamos de espectroscopia óptica, 
nos referimos a alguna técnica experimental que utiliza una 
fuente de luz para obtener información sobre un determinado 
material a estudiar. Dichas técnicas permiten obtener 
información sobre la estructura molecular, los niveles de 
energía, los enlaces atómicos, etc. El tipo de espectroscopia 
puede diferenciarse en función del rango de radiación 
electromagnética utilizado en un determinado procedimiento. 
Así, conocer la naturaleza del espectro electromagnético es 
de gran importancia a la hora de especificar contenidos en 
espectroscopia. En la figura 2, tenemos una representación 
para el espectro visible en la región ultravioleta 400 nm hasta 
la región infrarroja 700 nm [31].

Donde ω = 2πυ. Así, la frecuencia de la luz dispersa puede 
ser menor o mayor que la frecuencia de la luz incidente, es 
decir, cuando υ, es menor que υ(0), la radiación dispersa se 
denomina radiación Stokes (ecuación 1), en caso contrario 
υυ0, la radiación se denomina anti-Stokes (ecuación 2):

Dado que existe una variación de α relativa a la distancia r 
entre núcleos atómicos, podemos sugerir que una coordenada 
generalizada q es la expansión de α en la forma:

3.1 Ecuaciones en movimiento oscilatorio
Se parte del concepto de onda incidente, caracterizada por 
una frecuencia υ y un campo eléctrico oscilatorio E, cuando 
el campo eléctrico interacciona con la nube electrónica de 
átomos de la molécula, induce un momento dipolar (figura 
3) dado por: 

Comprender cómo la polarizabilidad es una constante 
asociada a la medida de la deformación del enlace molecular 
bajo la acción de un campo eléctrico incidente (ecuación 3).

En casos como la espectroscopia infrarroja y Raman, 
se utiliza radiación monocromática en el visible. Según la 
región espectral, las transiciones observadas dependen del 
tipo de niveles: electrónico, vibracional o rotacional.

3. Tratamiento clásico
En esta sección, describiremos el tratamiento clásico de 
la característica principal asociada a la dinámica de una 
molécula sometida a la incidencia de campos eléctricos E 
monocromáticos. En este contexto, tratamos directamente 
un fenómeno oscilatorio forzado, que puede iniciarse con 
las objeciones del oscilador armónico clásico. Para que 
esto ocurra de forma natural y correcta, debemos entender 
el concepto de polarización P y polarizabilidad molecular 
α [32] que surgen de forma natural en el desarrollo de las 
ecuaciones. Los parámetros importantes son la longitud de 
onda λ y la frecuencia υ.

Cuando un haz de luz incide sobre un determinado 
material, que contiene un conjunto de átomos unidos entre 
sí por fuerzas de naturaleza eléctrica, las partículas de luz 
(fotones) interactúan con él, colisionando con las moléculas 
de la muestra. A partir de esta interacción se produce una 
respuesta al estímulo dado, es decir, la luz incidente será en 
parte absorbida, en parte transmitida y una pequeña fracción 
de la luz será dispersada en todas direcciones [6]. En cuanto 
a la luz dispersada, si tiene la misma longitud de onda que la 
luz incidente, no hay intercambio de energía entre el fotón y 
la molécula y, en consecuencia, tendrá la misma frecuencia 
υ(0) de incidencia. Se trata de la dispersión elástica o 
dispersión de Rayleigh (un homenaje a Lord Rayleigh, que 

Figura 2. Espectro electromagnético en la región visible

Figura 3. Acción del campo eléctrico en la formación del 
momento dipolar inducido. Fuente [11].

estudió este fenómeno y demostró que es el responsable del 
color azulado del cielo).

También existe el caso en el que la luz dispersada υ no 
tiene la misma frecuencia que la luz incidente υ(0), es decir, 
algunos fotones pueden excitar un modo de vibración de la 
molécula (o varios modos), perdiendo o ganando energía 
en el proceso. Esta dispersión se conoce como dispersión 
inelástica, en la que la molécula comienza a vibrar debido a 
la interacción fotón-materia, cambiando la longitud de onda 
(y la frecuencia) de la onda luminosa dispersada respecto 
al incidente. Esta simple modificación de su energía es la 
base del llamado efecto Raman. En términos de energía, el 
proceso descrito puede presentarse de la siguiente manera:

Breve introducción al estudio Raman de partículas cargadas
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Clásicamente, la absorción de la radiación por un 
sistema se debe a la variación periódica de su momento 
dipolar eléctrico. Esta frecuencia de absorción es idéntica 
a la frecuencia de oscilación del dipolo. Vemos que la 
polarizabilidad se origina a partir del momento dipolar 
inducido. En un sistema cuántico, las transiciones entre dos 
estados se caracterizan por las funciones de onda ψm y ψn. 
Estas funciones resuelven un obstáculo clásico en la solución 
que describe las líneas de efecto Raman. Conociendo la 
naturaleza de la ecuación 4 para la polarizabilidad, tenemos:

La ecuación 10 nos muestra que αij, un tensor Raman, 
que es una matriz 3×3 que correlaciona el vector eléctrico 
x1,y1,z1, de la radiación excitante con el vector eléctrico 
x2,y2,z2 de la radiación Raman dispersa.

Es importante señalar que el argumento del tensor 
de polarizabilidad podría surgir de forma natural en un 
caso clásico de sistemas eléctricos en los que intervienen 
grupos moleculares, tal y como se desarrolla en la sección 
3. En este caso, como las soluciones del modelo cuántico 
están estrechamente ligadas a los efectos del tensor Raman, 
optamos por mostrarlo en esta sección. Un ejemplo de ello es 
la asociación entre el tensor Raman y las funciones ψm y ψn 
que se muestra a continuación.

Donde α0 es la polarizabilidad del enlace en la distancia 
entre los núcleos de equilibrio qeq y la separación para 
cualquier instante dada por q.  De este modo, tenemos que 
la variación internuclear está dada por la frecuencia de 
vibración υ que viene dada por:

Aquí q0 es la máxima separación internuclear relativa a la 
posición de equilibrio. Por lo tanto, juntando las ecuaciones 
4 a la ecuación 6, haciendo las posibles distribuciones 
tendremos:

La ecuación 7, se puede sustituir en la ecuación 3, por lo 
que tenemos

Los componentes α_ij forman un tensor simétrico en el 
efecto Raman [33], así:

El segundo y tercer término corresponden a la dispersión 
Raman, siendo respectivamente el anti-Stokes y el Stokes 
para las frecuencias υ+υ0 y υ0-υ. En la figura 4, hay una 
frecuencia dispersada menor que la frecuencia incidente 
(dispersión de Stokes) y otra con una frecuencia dispersada 
mayor, llamada dispersión anti-Stokes [27]. Nótese también 
que la dispersión Raman requiere que la polarizabilidad de 
un enlace varíe en función de la distancia [31] - es decir 

Figura 4. Configuración de las transiciones de energía en la 
dispersión Ramam.

(∂α/∂q)0 en la ecuación 9 debe estar en cero para que 
aparezcan líneas Raman. 

4. Tratamiento cuántico
Nuestro sistema cuántico tiene un logo clásico como 
referencia para el sistema armónico oscilatorio que se 
discutió anteriormente en la sección 3. Lo que haremos aquí 
no es más y que una aproximación buscando describir la 
dinámica de un haz de partículas cuya dinámica térmica de 
cada partícula que constituye el sistema dada por la ecuación 
de Schrodinger en la forma:

En la dispersión Stokes y anti-Stokes, los estados 
vibracionales m y n son diferentes y la primera integral 
del segundo miembro es siempre igual a cero, debido a la 
ortogonalidad entre ψm y ψn.

Tenemos que el primer término de la ecuación 8, 
representa la dispersión Rayleigh, transcurrida desde la 
frecuencia υ0.

Ph.D. Cristian Andrés Aguirre Tellez, Ph.D. Quesle Martins, Ph.D. José José Barba Ortega
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Dadas las condiciones físicas necesarias de ψ(q) cuyo 
desarrollo sugiere una solución del tipo:

La solución 14 comprobada en la ecuación 13 nos da:

que se denomina ecuación de Hermite. Sus soluciones 
deben cumplir los requisitos de ψ(q). Tras el desarrollo de la 
ecuación (15) llegamos a:

La ecuación 16 da los valores propios E del oscilador 
armónico cuántico. En este caso, si la energía tiene este valor 
de la ecuación 14 satisface la ecuación 15. En la ecuación 16 
tenemos la energía del llamado estado básico ψ0. Se pueden 
admitir energías para estados excitados ψυ (más energéticos) 
ya que ψ(q)→ψυ (q), donde υ es un número cuántico.

Finalmente, como ejemplo en otras áreas de la física, 
se pueden obtener ecuaciones diferenciales ordinarias y 
parciales no lineales para explicar el modelo cuántico, por 
ejemplo, expresado por el Landau dependiente del tiempo de 
Ginzburg, obtenido por simulación computacional en dos y 
tres dimensiones [34-37].

5. Conclusiones
A partir de la transformada de Laplace estudiamos el caso 
más general de la dinámica de una partícula sujeta a la 
interacción con campos eléctricos y magnéticos estáticos. 
Utilizando la definición y propiedades de la transformada 
de Laplace, mostramos cómo mapear el problema de 
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
a un problema de encontrar la solución de un sistema de 
ecuaciones lineales de primer grado. Con esto, encontramos 
la solución más general posible de la ecuación de movimiento 
que gobierna la dinámica del sistema en términos de las 
componentes de los campos electromagnéticos a partir de 
la solución general, mostramos cómo obtener la solución 
de tres casos particulares cuya importancia y aplicabilidad 
exceden el punto de vista didáctico. Finalmente, motivamos 
nuestro estudio haciendo el tratamiento cuántico del sistema 
estudiado, donde consideramos un haz de partículas 
cargadas sin espín. En este contexto, mostramos que la curva 

Es importante destacar la naturalidad de los polinomios 
de Hermite. Aparece el Hυ, que es una función añadida para 
obtener soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias 
de segundo orden. Los distintos niveles de energía quedan 
entonces definidos por el número cuántico V. Esta diferencia 
entre niveles de energía está igualmente espaciada por una 
diferencia ΔV. La figura 5 muestra las funciones de onda 
del oscilador armónico descrito por la ecuación 16 ya 
normalizadas.

En la dispersión de Stokes Raman, la molécula en el 
estado fundamental colisiona con el fotón de energía ℏυ0 
pasando a un estado intermedio. Luego decae a un estado 
excitado de energía eυ. En la dispersión Raman anti-Stokes el 
fotón choca con la molécula en un estado excitado y después 
de la interacción, la molécula decae al estado básico. Este 
hecho se puede comparar si observamos la figura 4.

Figura 5. Función potencial para diferentes ψυ.

La regla de selección ΔV= ± 1 puede comprenderse 
comprobando la solución de la ecuación:

Breve introducción al estudio Raman de partículas cargadas
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parametrizada del valor esperado (en promedio) del vector 
posición de una partícula del haz en función del tiempo se 
corresponde con aquella curva asociada a su análogo clásico.
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