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RESUMEN
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Secuencias didacticas

El entendimiento y comprension de los conceptos matematicos, especificamente de aquellos que se orientan en la educacion
media y superior, como es el caso del limite y continuidad, es considerado uno de los mayores retos educativos para los
estudiantes de hoy en dia, quienes tienen una concepciéon muy limitada acerca del concepto, tras ser vista solamente desde
su representacion algebraica y lenguaje abstracto. Siendo asi, el siguiente articulo de investigacion tiene como objetivo
principal responder a esa necesidad educativa, por medio de un disefio de secuencias didacticas sobre el concepto de limite
y continuidad, en el que esta comprendido los cuatro tipos de representacion matematica (numérico, algebraico, grafico y
comunicativo) desarrollado por Duval; el cual, a su vez, se estructuro con base en unos objetivos especificos, fundamentados
en la metodologia de la ingenieria didactica. De este modo, se valoro la coherencia logica en la comprension del concepto,
que estudiantes de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Francisco de Paula Santander manifestaban durante el
desarrollo de las actividades, ademas de destacar las falencias y fortalezas en la construccion del mismo.

ABSTRACT
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Didactic sequences

The understanding and comprehension of mathematical concepts, specifically those that are oriented in secondary and higher
education, as is the case of limit and continuity, is considered one of the greatest educational challenges for today’s students,
who have a very limited conception about the concept, after being seen only from its algebraic representation and abstract
language. Thus, the following research article has as its main objective torespond to this educational need, by means ofa design
of didactic sequences on the concept of limit and continuity, which includes the four types of mathematical representation
(numerical, algebraic, graphic and communicative) developed by Duval; which, in turn, was structured based on specific
objectives, based on the methodology of didactic engineering. In this way, the logical coherence in the understanding of
the concept, which students of the Mathematics Degree of the Francisco de Paula Santander University showed during the
development ofthe activities, as well as highlighting the weaknesses and strengths in the construction of the same, was valued.

RESUMO

Palavras chave:

Aprendizagem
Continuidade
Engenharia Didatica
Limite

Sequéncias didacticas

A compreensdo e compreensdao dos conceitos matematicos, especificamente aqueles que sdo orientados no ensino
médio e superior, como ¢ o caso do limite ¢ da continuidade, ¢ considerada um dos maiores desafios educacionais
para os estudantes de hoje, que t€m uma concepg¢do muito limitada sobre o conceito, apds serem vistos apenas a
partir de sua representagdo algébrica e linguagem abstrata. Assim, o artigo de pesquisa a seguir tem como principal
objetivo responder a essa necessidade educacional, por meio de um desenho de sequéncias didaticas sobre o conceito
de limite e continuidade, que inclui os quatro tipos de representagdo matematica (numérica, algébrica, grafica
e comunicativa) desenvolvidos por Duval; que, por sua vez, foi estruturada com base em objetivos especificos,
baseados na metodologia da engenharia didatica. Desta forma, foi valorizada a coeréncia logica na compreensdo
do conceito, que os alunos do curso de Matematica da Universidade Francisco de Paula Santander demonstraram
durante o desenvolvimento das atividades, além de destacar os pontos fracos e fortes na construgdo das mesmas.
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Ingenieria didactica como recurso metodologico para el aprendizaje de los conceptos de limite y continuidad

1. Introduccion

La comprension y dominio del concepto del limite y
continuidad es uno de los focos centrales de estudio en la co-
munidad cientifica desde tiempos remotos, una de las razones
es porque resulta ser un conocimiento necesario para la asi-
milacion de los contenidos que abarca el calculo diferencial e
integral y la segunda razén que motiva su investigacion es la
dificultad existente durante su proceso de aprendizaje. Sien-
do asi, Radillo Enriquez y Gonzalez Rendon (2014) sefialan
que las metodologias de ensefianza dedicadas al aprendizaje de
conceptos matematicos especificamente en el del limite esta-
blecen una vision reducida del concepto, al ensefiar el mismo a
partir de ejercicios mecanicos que funcionan en la importancia
de operaciones algebraicas. Ademas, Cornu, (1983) y Boua-
zzoui (1988) citado en (Sanchez Gémez y Contreras De La
Fuente,1998) y (Quevedo, 2018) afirman que los obstaculos de
origen epistemoldgico son propios del concepto matematico,
durante su proceso de construccion, pero, a su vez estos influ-
yen en las dificultades de aprendizaje y concepciones erroneas.

Conforme a lo dicho, Medina (2001) senala que el
estudio de las diferentes concepciones a través de la historia de
cualquier concepto, en este caso, del limite, es muy importante
para la comprension del tema, en el cual se aprecian diferentes
aplicaciones que se le han dado a través del tiempo; y sirve de
introduccion para el desarrollo del pensamiento variacional del
calculo. Ademas, Duval (1998) citado en (Volveras Espinosa,
2015) expresa que

“la formacion de conceptos implica una coordinacion
de sistemas de representaciones, esta se logra articu-
lando entre diferentes registros. Entendemos por re-
presentaciones, diferentes notaciones, ya sean grafi-
cas, simbolicas, asi como expresiones verbales. Estas
representaciones se agrupan en registros. Por ejemplo,
el registro grafico o el registro numérico. Entonces un
reto importante en el aprendizaje de la matematica no
puede ser, solamente, la automatizacion de ciertas téc-
nicas operatorias, sino que debe ser también, la coor-
dinacion de los diferentes sistemas de representacion”.

De acuerdo con lo anterior es importante resaltar la pre-
ocupacion que manifiesta los investigadores en didactica de la
matematica en entender los obstaculos que surgen durante la
enseflanza y el aprendizaje del limite, el cual es uno de los con-
ceptos principales que se da dentro de la asignatura de calculo
diferencial y el mismo abarca tematicas sobre problemas de
economia, administracion, natural y social. Siendo asi, se des-
taca a Vrancken, Gregorini, Engler, Miiller y Hecklein, (2006)
los cuales llevan a cabo un estudio basado en la metodologia
de la ingenieria didactica y representaciones semioticas de Du-
val, con el objetivo de hallar las dificultades relacionadas al
concepto de limite que presentan los estudiantes de educacion

superior, llegando a la conclusion que las dificultades presentes
en el tema se debe a concepciones erroneas de los conceptos
previos como en las funciones y la factorizacion. Por otro lado
Blazquez , Ortega , Gatica y Benegas, (2006)en su objetivo de
comparar el nivel de complejidad entre la concepcion métrica y
aproximacion optima del limite a través de una revision histo-
rica del concepto concluyen que para los estudiantes la concep-
tualizacion del limite como aproximacion dptima para explicar
los teoremas es mas util, puesto que sus demostraciones son
mas sencillas, mas intuitivas (numéricas - algebraicas) aunque
carecen de formalidad como es en el caso de la apreciacion
métrica del concepto. Ademas, Sierra Vazquez, Gonzalez As-
tudillo y Lopez Esteban (2000) en su objetivo conocer las con-
cepciones de los estudiantes alrededor de tema de limites, con-
cluye que existe una gran diversidad y esta es consecuencia de
la evolucion epistemologica del concepto a nivel geométrico,
aritmético, algebraico, funcional y topoldgico; en un segundo
lugar encontro tras realizar un cuestionario, que los estudiantes
presentan dificultades en las representaciones semiodticas del
concepto siguiendo un nivel de complejidad que trasciende en
las representaciones tabular, grafica y algebraica. Las conclu-
siones de cada una de esta investigacion se fortalecen en las
medidas en que trabajos como los realizados por (Morales et
al., 2013 y Sierra et al., 2000) recalcan las mismas dificultades
y errores en cuanto al concepto de limite.

Como consecuencia del panorama descrito consideramos
la importancia de generar un material didactico que fortalezca
la comprension del concepto desde sus diferentes perspectivas
y representaciones, como lo manifiesta Sierpinska (1990) cita-
do en (Volveras Espinosa, 2015) Quien plantea que para haiga
un aprendizaje significativo este debe ser modelizado a partir
de secuencias de comprension y superacion de errores. De esta
manera, La teoria que sustenta este trabajo de investigacion es
la Teoria de Situaciones Didacticas de Duval y la metodolo-
gia a usar es la Ingenieria Didactica; ya que la articulacion de
ambas considera el tener en cuenta aspectos importantes para
el cumplimiento del objetivo y simultaneamente para la cons-
truccion del concepto.

2. Materiales y métodos

Como se habia descrito anteriormente la metodologia
en la cual se basa la investigacion y a la que mas se ajusta es la
denominada ingenieria didactica, la cual se centra en organizar
un analisis general de conceptos que necesitan ser estudiados
desde una perspectiva cientifica con la finalidad de responder
a necesidades educativas; como lo expresa Douady (1995) ci-
tado en Montiel y Navarro (2015) una ingeniera didactica, es
un conjunto de secuencias de clase disefiadas, organizadas y
articuladas coherentemente por un “profesor-ingeniero”, para
lograr el aprendizaje de cierto conocimiento en un grupo de
alumnos especifico. Siguiendo este orden de ideas la ID esta
conformada por cuatro fases:
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1) Fase 1 Analisis preliminar; la cual hace referen-
cia en primer lugar al analisis epistemologico de los
contenidos contemplados en la ensefianza y de manera
simultanea al analisis de las metodologias de ensefian-
za y concepciones de los estudiantes.

2) Fase 2 Concepcion y analisis a priori de la in-
geniera didactica; la cual establece el analisis de las
variables que intervienen en la investigacion; en este
caso todas las variables relacionadas con la ensenanza
y aprendizaje del concepto de limite.

3) Fase 3 Experimentacion; relacionado con el dise-
flo del material didactico.

4) Fase 4 Analisis a posteriori y evaluacion; que
hace referencia al analisis de resultados.

Bajo estas consideraciones, la presente investigacion ex-
pone la realizacion de las fases en el siguiente orden de ideas.
De acuerdo con la primera fase se presenta un analisis episte-
mologico del concepto, seguido de un bosquejo general acerca
de la presentacion institucional que ha tenido el tema de limites
por medio de una de las herramientas mas utilizadas por los
docentes que es el libro, para posteriormente finalizar con una
descripcion breve sobre las dificultades generales que presen-
tan los estudiantes segiin autores reconocidos como Cornu y
Sierpinska. En segundo lugar, en el analisis a priori se llevo a
cabo un rastreo de tipo documental derivado de un estado del
arte alrededor del concepto de limite, el cual tenia como obje-
tivo identificar los tipos de investigacion, las falencias y poten-
cialidades conforme al concepto de limites, ademas, se tuvo en
cuenta otros trabajos investigativos procedentes de diferentes
bases de datos; en la tercera fase de experimentacion se orienta
la realizacion de una secuencias didacticas previamente desa-
rrolladas bajo la consideracion de los resultados obtenidos en
los dos primeras fases. Y para finalizar, la cuarta fase consiste
en un analisis de resultados obtenidos mediante una evalua-
cion. La poblacion sujeta a este trabajo de investigacion fueron
27 docentes en formacion que cursaban la asignatura de Cal-
culo Diferencial, en el programa académico de licenciatura en
matematicas de la Universidad Francisco de Paula Santander
(UFPS) durante el primer semestre del aiio 2018.

Analisis
Analisis preliminar
Andalisis epistemologico del concepto.

La evolucion del concepto de limite se presenta como una
secuencia de modificaciones que son el resultado de su com-
presion desde diferentes perspectivas o categorias (geométrica,
numérica, funcional, algebraica, topoldgica), siendo asi, a con-
tinuacion, se presenta una descripcion historica de las diversas
concepciones a las que se orientd el concepto de limite y que

fueron necesarias para la construccion formal del mismo, te-
niendo como base los trabajos realizados por Espiritu Montiel
y Navarro (2015), Quevedo (2018); Volveras Espinosa (2015)
y Medina (2001). Ver tabla 1

Tabla 1. Origen epistemoldgico del concepto de limite

durante este periodo se evidencia la idea intuitiva sobre el concepto de limite, por
parte de los griegos entre los afios 400 A.C y 300 A.C., el cual lo consideran como
un proceso implicito para resolver problemas de velocidad, tangentes a curvas y
célculo de areas. Sumado a esto Newton (1704) y Leibniz (1646-1716) se aproximan
al concepto en un mismo caracter geométrico, newton por su parte reconoce que "El
limite es una cantidad (Cociente) a la cual una razon de cantidades en movimiento se
aproxima continuamente, mas que cualquier diferencia dada y no puede alcanzarla o
sobrepasarla antes que las cantidades hayan decrecido indefinidamente" (Medina M.,
2001). Leibniz por su parte se dio cuenta en la teoria de calculo diferencial que “la
pendiente de la tangente a una curva depende de la razon entre las diferencias de las

Desde el afio
400 A.C. hasta

la pri . . . . N
.a;:TeSr? | ordenadas y de las abscisas, cuando estas diferencias se hacen infinitamente
mnaXVeIII 1glo pequeiias” (Espiritu Montiel & Navarro, 2015). Aqui es importante resaltar que antes

de los aportes de newton se encuentran los hallazgos realizados por Johannes Kepler
(1571-1630), Bonaventura Cavalieri (1598-1647) y Pierre de Fermat (1601-1665) los
cuales, tras trabajar con figuras geométricas para hallar el area, el volumen o los
extremos de una curvan, introducen el concepto del analisis infinitesimal que
posteriormente fue debatido por diferentes matematicos. ademas de lo anterior segun
Bouazzaoui (1988), Cornu (1983) y Deledicq (1994) este primer avance historico
hace referencias a la primera concepcion que obtuvo del concepto de limite el
eométrico.

Con la necesidad de operar con un mayor numero de funciones Euler (1707-1743)
realiza la introduccion a procesos infinitos dando la nocion de funciones continuas a
partir de operaciones elementales. dados estas condiciones la primera definicion que
acerca a la formal del limite surge por parte de D'Alembert en (1717-1783) en el tomo
IX de la Encyclopédie, argumentando que el limite de una cantidad se da cuando esta
se aproxima tanto al limite que en el momento de establecer sus diferencias este sera
absolutamente inasignable, en contraste con D'Alembert; Lagrange (1736-1813)
consiguié que los limites no eran necesarios, tras realizar un trabajo sobre funciones
en serie de potencias. segin Bouazzaoui (1988) y Cornu (1983) y Deledicq (1994) en
esta segunda etapa se destacan el desarrollo de concepciones numéricos que se
demuestra en el uso de sucesiones para las variables dependiente e independiente de
una funcion.

Segunda mitad
del siglo XVIIT

Esta etapa se caracteriza por la intencion de muchos matematicos de establecer una
definicion formal del concepto, por ejemplo, Cauchy presenta una definicion muy

Finales del siglo | similar a la de D’Alembert, pero con un caracter aritmético, ademas Weierstrass

XVIIly (1815-1897) da una vision métrica del concepto integrandolo al de funciéon con
comienzos del | valores como ¢l € y § y el uso de los cuantificadores. en esta parte de la historia se
siglo XIX destaca la disputa entre D"Alambert y Cauchy sobre si el limite es alcanzado o no.

Ademas de lo anterior segun El Bouazzaoui (1988), Cornu (1983) y Deledicq (1994)
esta ultima etapa hace referencia a concepciones métricas y topologicas

Fuente: Espiritu Montiel y Navarro (2015); Quevedo (2018); Volveras Espi-
nosa (2015); Medina (2001).

Andlisis del desarrollo del concepto de limite en libros insti-
tucionales.

Con este tipo de andlisis lo que se pretende es conocer
como se desarrolla el concepto en un nivel institucional, to-
mando como referencia los libros dado que es la herramienta
mas utilizada y cercana con la que cuenta el profesor para la
ensefianza y el estudiante para su aprendizaje del concepto de
limite en particular. siendo asi, para este analisis se tuvo en
cuenta el estudio realizado por (Artigue, Douady y Moreno,
1995). Ver tabla 2
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Tabla 2. Desarrollo del concepto de limite en libros institucionales.

Primer  periodo
(1940-1967)

En este periodo el concepto de limites fue presentado en un lenguaje de sucesiones,
es decir hacian referencia al hallazgo de limites en una sucesion de valores, donde
se verificaba la existencia del mismo a partir de la diferencia de uno de esos valores
y el limite; seguido de este primer modelo conceptual el cual se caracterizd por
poseer un caracter algebraico y numérico, surge la introduccion del limite a partir
de funciones que aportan un caracter geométrico. Por ejemplo

El limite de la funcion f(x) cuando x tiende a es el numero b, si se
verifica que los valores de la funcion f(x) se aproximan tanto como
queramos a b, tomando los valores de la variable x convenientemente
proximos a a (no se hace ninguna hipotesis sobre el valor de la funcion en
el punto a) (Artigue, Douady y Moreno, 1995, p.466).

Tabla 3. Revision de antecedentes.

Autores

Descripcion

Espiritu
Montiel y
Navarro (2015)

Expresa el objetivo de analizar la manera en que estudiantes entre 17 y 18 afios de
edad realizan célculos de limites indeterminado utilizando un caréacter algebraico. De
esta manera, para el alcance del mismo se basaron en la metodologia de ingenieria
didactica y la teoria de secuencias didacticas desarrollada por Guy Brousseau. Siendo
asi, en los resultados se consigue que los estudiantes consideran el limite como una
sustitucion de valores en vez de una aproximacion optima, dichos errores fueron
detectados en representaciones graficas, tabular y algebraicas; que posteriormente
fueron modeladas en un menor grado tras la secuencia didactica.

Segundo periodo
(1967-1975)

En los cuales se aplica el concepto integrandolo a un caracter métrico y topologico
ajustado a representaciones graficas como el diagrama de ven y a representaciones
simbolicas con el uso de cuantificadores; este periodo se caracteriza por presentar
el concepto en un nivel mas complejo en donde el papel didactico del mismo queda
reducido a la a resolucion de ejercicios mecanicos y demostraciones sin articulacion
contextual. Por ejemplo,

Se dice que la funcion f(x) tiende hacia L cuando x tiende hacia +o (0
hacia -0), si para todo & > 0 existe un real positivo A, tal que [x| > A
implica

|[f(x)-L| <&; ¥V £€>0,3 A> 0 tal que [x| > A = |f(x)-b| <. (Artigue,
Douady y Moreno, 1995. p.469).

Quevedo (2018)

Afirman que el proceso en que evoluciona el concepto de limite pasa inicialmente
por un caracter geométrico, seguido del el metafisico dado por la expresion
infinitesimal del concepto para finalizar en uno aritmético o algebraico; esta
secuencia de concepciones esta ligada con las dificultades de los estudiantes, por
ejemplo, en comprender que los limites se pueden trabajar desde diferentes
perspectivas y en un caracter infinitesimal; ademas de lo anterior también se llegd a
la conclusion que algunos errores que manifiestan los estudiantes en el momento de
realizar célculos de limites se debe a concepcidn erroneas de preconceptos en el
desarrollo del algebra y la factorizacion.

Bustos,
Naranjo, Pisco,
Torrez y
Romero (2016)

Los estudiantes mejoran la interpretacion del limite a partir del estudio de los limites
laterales bajo una representacion grafica y tabular, manifestando preferencias por
analizar los limites con la ayuda de las TIC; pero presentan errores en cuanto a la
puesta de cantidad pequefias que se aproximen al limite dado que lo expresan en
nimeros enteros, ademas existe la dificultad para la interpretacion simbolica del
concepto.

Tercer  periodo
(1975-1995)

En este tltimo periodo se introdujo el concepto a partir de conjeturas dadas por el
cumplimiento del limite bilateral, el limite infinito y el limite en el infinito, los
cuales se debian estudiar en las diferentes representaciones.

Volveras
Espinosa (2015)

Trajo consigo una propuesta de ensefianza del concepto de limite de funciones para
el grado 11, desarrollando una metodologia didactica que incluye el uso del software
educativo Geogebra; llegando a la conclusion que el estudiante presenta una mejoria
contextual del concepto con la ayuda de herramientas tecnologica, pero al igual se
debe orientar este proceso ya que presentan errores de conceptualizacion.

Fuente: (Artigue, Douady y Moreno, 1995)

Andalisis de las dificultades o errores epistemologicos segin
Cornu (1991) y Sierpinska (1985)

En este tltimo paso del analisis preliminar lo que se pre-
tende es realizar un descripcion sobre las dificultades en el
aprendizaje de limite que esta directamente relacionado con la
evaluacion epistemoldgica del concepto tomando como refe-
rencias los trabajos realizados por Quevedo (2018) y Sanchez
Gomez y Contreras De La Fuente (1998), siendo asi, en un
primer lugar se halla que la concepcion de limites por medios
geométricos genera la facilidad de desarrollar problemas de
ares y volumen en los que interviene intuitivamente proce-
sos infinitos, pero la dificultad se presenta en el momento de
comprender el proceso bajo un caracter numérico o algebraico
(hallando aqui la dificultad de pasar de un registro grafico a un
registro numérico); en un segundo lugar estan los obstaculos
referente a lo infinitamente pequefio o infinitamente grande en
la nocidn limite funcional, el cual hace creer que ambas varia-
bles toman el valor de infinito) y por ultimo esta el obstaculo
relacionado con el alcance o no del limite, que en si son difi-
cultades relacionadas con aspectos geométricos y topologicos
al creer que € y 0 pueden representar magnitudes o variables.

Analisis a priori

En el analisis a priori se tuvo en cuenta un rastreo de tipo
documental derivado de un estado del arte alrededor del con-
cepto de limite, ademas, de otros trabajos investigativos proce-
dentes de diferentes bases de datos; los cuales dan informacion
acerca de las diferentes metodologias que se han aplicado para
la ensefianza del concepto y las falencias de los estudiantes du-
rante su proceso de aprendizaje.

Radillo
Enriquez y
Gonzalez
Rendén (2014)

Trazo como objetivo disefiar una propuesta didactica que le permitira a los
estudiantes establecer una articulacion entre las diferentes representaciones y
visualizarlas por medio de un recursos tecnologico, de esta manera, se concluye que
los estudiantes presentan dificultades para hallar los limites en funciones definidas a
trozos ademas le resulta complejo la interpretacion de graficas y la comunicacion de
resultados debido a la simbologia del concepto; pero aun asi, se le agrega el aporte
de desarrollo conceptual por parte de las herramientas tecnologicas como el
Geogebra.

Sierra Vazquez,
Gonzalez
Astudillo y
Lopez Esteban,
(2000)

Fijo como objetivo el analizar las concepciones de los estudiantes alrededor del
concepto de limites y continuidad con la finalidad de verificar si existe una relacion
con el desarrollo del concepto a través de la historia. De esta manera se concluye que
la mayoria de los estudiantes tienen nociones intuitivas de ambos conceptos, en el
caso del limite se observa concepciones acerca de la aproximacion en limites laterales
y con respecto a la continuidad se concibe concepciones sobre la funcion definida en
un punto y su infinita prolongacion sin corte alguno. ademas de lo anterior se
concluye que las concepciones de los estudiantes estan estrictamente relacionadas
con las controversias que han tenido los matematicos para lograr la formalizacion del
mismo.

Navarro
Sandoval,
Romero
Valencia y
Miranda Nava,
(2012)

Rescata la importancia de indagar acerca de la presentacion de concepciones del
concepto de limite en los diferentes planes de estudio ademas de los obstaculos
epistemologicos, cognitivos y didacticos sobre el concepto, para posteriormente
llevar a cabo un buen disefio de secuencia didacticas que tenga en cuenta los aspectos
anteriores en las diferentes representaciones semidticas propuestas por Duval.

Buendia Abalos
y Molfino Vigo,
(2010)

EI proceso de esta investigacion se enfocd en dos aspectos: el desarrollo social-
historico del concepto del limite en la comunidad matematica y la situacion actual en
el ambito escolar. En el primer aspecto se concluye que el constante cambio para la
institucionalizacion del concepto del limite se debe a la busqueda de una
fundamentacion donde se aplique el concepto para resolver problemas de calculo
diferencial e integral, su difusion al publico, su generalizacion para nuevos conceptos
y su extension a nuevos contextos de aplicacion. En el segundo aspecto se puede
concluir que la mayoria de los docentes en matematicas ensefian y hacen mucho
énfasis en este tema, porque es la base para la compresion de otros temas como la
derivacion y continuidad; respondiendo mas que todo a una necesidad de la
comunidad cientifica que a la propia necesidad de los estudiantes.

Contreras de la
Fuente, Garcia
Armenteros y
Font Moll,
(2012)

El estudio realizado sobre la estructura y funcionamiento de una clase de matematicas
en la que se ensefia el concepto de limite de una funcion, segun las trayectorias
epistémicas ¢ instruccionales nos sefiala que: la clase dada por el docente tiene una
configuracion dialdgica lo que facilita un poco el proceso de ensefianza y aprendizaje.
El error de sentido semidtico se da mas que todo por no ensefiar las diferentes formas
de representacion (grafico, numérico y algebraico) del tema. Creando en los
estudiantes iméagenes errdneas sobre el concepto de limite de una funcion

Donmez y
Basturk, (2010)

En esta investigacion se concluye, que en general, la mayoria de los docentes en
formacion tienen claro conocimiento de la variedad de métodos de ensefianza y
aprendizaje que existen para la explicacion de cualquier tema de matematicas, pero,
en el momento de realizar sus clases no las aplican, ya que solo se centran en el
método de preguntas y respuestas, y uno que otro se preocupa por explicar el
significado que tiene el tema en la realidad, por tal motivo se confirma la deficiencia
de viarios cursos de formacion de docentes y la necesidad de reorganizar el plan de
estudios designando para los docentes en formacion.

Engler, y otros,
(2008)

En el aprendizaje de los limites; se sugiere que los docentes deben brindarles la
oportunidad a los estudiantes para argumentar sobre los conceptos, exponer sus
propias ideas, para dudar de lo que dice su profesor o compatiero, y para aprender a
aprender en grupo, con la ayuda de su compaifiero y guia del docente, con el fin de
superar las dificultades presentes el concepto del limite.

Morales
Carballo, Reyes
Garcia y
Hernéndez
Gomez (2013)

Tras una ejecucion de actividades didacticas se demuestra que la mayoria de los
estudiantes presentan dificultades, tales como: Justificar el limite, aplicar las
condiciones del concepto, determinar el limite utilizando la representacion grafica,
entre otros. Siendo estas las consecuencias de no formalizar el concepto de limite, y
tener tan solo ideas intuitivas sobre el tema.
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3. Resultados y discusiones

Teniendo en cuenta el analisis epistemoldgico entorno a
la evolucion del concepto de limite y el rastreo de antecedentes
investigativos relacionados con el mismo, en donde se tuvieron
en cuenta los objetivos principales y los resultados que permi-
tian reconocer las dificultades presentes en el aprendizaje. Par-
tiendo de lo anterior se disefiaron y aplicaron secuencias didac-
ticas utilizando diferentes representaciones semidticas (grafica,
algebraica, tabular y lenguaje natural), con el fin fortalecer las
falencias encontradas en la aprehension del concepto. Finali-
zada la aplicacion de las secuencias, se establecié una prueba
para caracterizar las concepciones presentes en 29 estudiantes
de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Francisco de
Paula Santander en el I semestre del 2018.

3.1. Prueba de conocimientos: se plantearon ocho ejer-
cicios para determinar el nivel de desempefio de los estudian-
tes en la compresion del concepto de limite en sus diferentes
representaciones. A continuacion, se muestra en la tabla 4 la
representacion utilizada en cada ejercicio.

Tabla 4. Representacion semidtica utilizada en cada ejercicio

Ejercicio Representacion semiotica
1 Lenguaje natural y grafico

2 Algebraico, tabular y grafico
3 Algebraico, tabular y grafico
4 Lenguaje natural

5 Algebraico

6 Grafico

7

Grafico y algebraico

3.1.1. Seleccion de ejercicios: los estudiantes debian
elegir cuatro ejercicios de los siete propuestos, de modo que
pudieran escoger aquellos que creian tener mayor probabili-
dad de solucionar. En la Figura 1 se muestra la eleccion de los
estudiantes.

30

26
25 24

20

18

11
10 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 1. Secuencia de seleccion

3.1.2.Niveles de desemperio obtenidos en cada ejercicio.
Para el analisis de los desempefos obtenidos por los estudian-
tes en cada uno de los ejercicios, se tuvieron en cuenta las si-
guientes escalas cuantitativas presentes en la tabla 5.

Tabla 5. Escalas de desempeiio

Desempeiio Valor
Bajo 0a0.42
Medio 0.43 a2 0.85
Alto 0.86a1.25

A continuacion, se muestra en la tabla 6 el desempefio ob-
tenido por los estudiantes en la prueba aplicada. Para la elabo-
racion de tabla se tuvo en cuenta la frecuencia de seleccion de
las preguntas y la escala de desempefio para la sistematizacion
de la informacion.

Tabla 6. Resultados de la prueba

Nivel de desempeiio

Ejercicio - -

Bajo Medio Alto
1 8 % 15 % 77 %
2 44 % 33% 22%
3 33 % 0% 67 %
4 13 % 88 % 0%
5 54 % 38 % 8 %
6 55% 27 % 18 %
7 11 % 6 % 83 %

3.1.3. Especificacion de los ejercicios planteados en la
prueba. Para la exposicion de las actividades planteadas se
tendran en cuenta: objetivo de aprendizaje, comentario de la
resolucion de algunos estudiantes, segun las dificultades y for-
talezas presentadas.

El primer punto tenia como objetivo principal reconocer
si los estudiantes comprendian el concepto de limite, esto les
permitiria representar el concepto a través del lenguaje natural
y grafico.

1. Represente graficamente dos situaciones, una en donde
existe limite de una funcion en un punto cualquiera y otro,
en donde dicho limite no exista, argumentado cada respuesta.

debhde | i

S € réghiedd Nagan

AR £ jod: |
& =t } )

Figura 3. Resolucion de ejercicio 1 — situacion sin limite
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Con base en los resultados generales de la Tabla 6 se
muestra que el 77% de los estudiantes tuvieron un desempefio
alto en la resolucion del primer punto de la prueba, por lo que se
puede inferir que los educandos tienen una excelente compren-
sion del concepto de limite, ademas que tienen la capacidad de
utilizar el lenguaje natural y grafico de manera correcta, esto se
puede evidenciar en las Figuras 2 y 3 mostradas anteriormente.

El segundo ejercicio tenia como objetivo identificar si los
estudiantes podian hallar el limite de una funcidn por partes,
por medio de las representaciones semioticas (tabular, grafico
o0 algebraico), se podia hacer con un solo registro.

limites marcados a través de los puntos A, B, D y E, es decir
pasar de la representacion grafica a la tabular y algebraica.

A A a. Determine la expre-
sion algebraica de la
funcion por partes con
intervalos.

b. Evalué la existencia
—>de los limites en los

puntos  identificados

comoA,B,C,DyE.

2. Evalué el limite de las siguientes funciones en el punto
indicado.
a. b.
Ve +1 six<-1 3+x% six<—2
h() ={J1-x2 si—1<x<1 90 = ZSl.x=72
3 . 11 —x*si—2<x
Vx—1 sil1<x
lim x , lim x) , lim g(x
lim, h(x) , lim_h(x) , lim h(x) A9 lim @), Jim, 900
x—-—1t x—==1 x—--1

Flgura‘S Resolucion de e]efcmo 2b

Partiendo de la Figura 4 y 5, se puede inferir que los estu-
diantes no tienen la habilidad de hallar el limite de una funcién
por partes porque no saben aplicar las restricciones del dominio
en cada funcion dada, esto les impide evaluar la funcion en
cualquiera de las tres representaciones semioticas. Lo anterior
argumenta lo presentado en la Tabla 6, la cual nos muestra que
el 44% de los estudiantes tuvieron un nivel de desempefio bajo.

El tercer ejercicio tenia como objetivo reconocer si lo es-
tudiantes podian deducir una funcioén por partes a partir de su
grafica representada en la figura 6, ademas de determinar los

Las figuras 6 y 7 mostradas a continuaciéon demuestran
una aprehension en el concepto de limite ya que pueden pasar
de una representacion semidtica a otra sin ningun problema,
ademas de lograr determinar la funcion(es) representadas en la
grafica. Lo anterior se puede evidenciar en la Tabla 3 donde se
muestra que el 67% de los estudiantes que eligieron la pregunta
poseen un nivel alto en la resolucion de este tipo de problemas.

) K AT e '.
? ? 'A 7 | ! /l
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\'_/ C aal & { |
_ '. ! !
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Figura 6. Resolucion de ejercicio 3a
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Figura 7. Resolucion de ejercicio 3b (Ay B)

El cuarto ejercicio tenia como objetivo reconocer si los
estudiantes tenian la capacidad de utilizar el lenguaje natural
para definir los conceptos de asintota vertical, horizontal, no
existencia de limite y limites que tienden al infinito.

4. Exprese con sus propias palabras ;Qué es una asintota ver-
tical? y (Qué es una asintota horizontal? y ;Cual es su rela-
cion con los conceptos de no existencia de limites o de limites
que tienden al infinito?
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La Figura nos muestra que los estudiantes tienen nocién [6. Construir una grafica que satisfaga las siguientes condi-
de los conceptos, pero no logran expresarse con claridad, de- | ciones: a. discontinuidad no evitable en x=3; b. con asintota
mostrando el no manejo del lenguaje natural matematico, por | horizontal en y=-2; c. pasa por los puntos (2,0) y (-1,-1); d.
tal motivo el 88% de los estudiantes que seleccionaron esta | creciente en el intervalo (-00,3).

pregunta tuvieron un nivel de desempefio medio, es decir no — o
lograron completamente el objetivo planteado. “&,A,, EEEEE 8 P
4 4 i
. 1 A
CE@‘ 4 afdie [Nievtileal | ey lohd Lifed [Pda \al {da s I v 5 O N T R
el ¥ _lolchdl letdts | dob hddleq | ddel Polidng. e [tbiare - RER T C N L -
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Figura 8. Resolucion de ejercicio 4 . ., Lo
Figura 10. Resolucion de ejercicio 6.
El quinto ejercicio tenia como objetivo identificar si los Al observar la Figura 10 se evidencia las falencias de
estudiantes sabian calcular el limite de manera algebraica y uti-  los estudiantes al aplicar los conceptos mencionados anterior-
lizar propiedades para hallar los mismos. mente, a pesar de que en el ejercicio 1 hubo un buen nivel de

desempefio en la comprension del concepto de limite, esto no
fue suficiente para que los estudiantes lograran el objetivo del
ejercicio 6, al contrario, el 55% de los estudiantes obtuvieron

5. Determine la existencia del limite en cada caso:

a 1i 3x b 1i x%2+x-2 un nivel de desempefio bajo.
e —\/xZ_-I-S . xl—rg x2_1 El séptimo ejercicio tenia como objetivo reconocer si los

estudiantes comprendian los conceptos de discontinuidad re-
movible y no removible, a través de la representacion grafica
En la figura 9 se muestra que los estudiantes reconocen o algebraica.

cuando un limite es indeterminado, pero no hacen uso de las di-

ferentes propiedades existentes para calcular el limite, ademés  [7, Utilizando los registros grafico y algebraico, represente las
del no manejo de los casos de factorizacion. Lo anterior de- | discontinuidades removibles y no removible.

muestra las debilidades que tienen los estudiantes para determi-
nar los limites a través de la representacion algebraica, a pesar
de que esta es la representacion tradicional usualmente utiliza-
da en el aprendizaje de las matematicas, asimismo, demuestra A~
lo obtenido en la Tabla 3 en donde se decia que el 54% de los —
estudiantes se encontraban en un nivel de desempefio bajo. i
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Figura 9. Resolucion de ejercicio 5a ol 4 i
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El sexto ejercicio tenia como objetivo reconocer si los : ‘ :
estudiantes comprenden y aplican los conceptos de disconti- e f : == 1
nuidad no evitable, asintota y funcion creciente, asimismo que
tengan la capacidad de representarlos de manera grafica.

Figura 11. Resolucion de ejercicio 7 (primera parte).
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Figura 12. Resolucion de ejercicio 7 (segunda parte).

La Tabla 6 muestra que el 83% de los estudiantes que
eligieron el ejercicio 7 tuvieron un nivel de desempefio alto,
es decir alcanzaron los obtuvieron planteados, esto se puede
observar en las Figuras 11 y 12 en donde se represent6 el con-
cepto de discontinuidad removible y no removible a través de
graficas.

4. Conclusiones

La ensefianza del concepto de limite es comunmente
abordada a través de la representacion algebraica, dejando de
lado los diferentes registros que se puede utilizar para tener
mayor comprension del concepto. Lo anterior ha ocasionado
lagunas cognitivas por parte de los estudiantes, los cuales no
tienen la capacidad de comprender el concepto de manera ade-
cuada ya que solo conocen una manera de representarla.

Con base en lo anterior, se expone la importancia que
tuvo la aplicacion de las secuencias didacticas para fortalecer y
desarrollar los conocimientos de los estudiantes alrededor del
concepto de limite, a través de las diferentes representaciones
semioticas (lenguaje natural, grafico, tabular y algebraico).

Los resultados muestran que el uso de diferentes repre-
sentaciones para la resolucion de problemas permite un mejor
desempeno, lo anterior se evidencia en los ejercicios 1,3y 7 en
donde, mas del 65% de los estudiantes lograron tener un nivel
de desempefio alto. En cambio, aquellos ejercicios en donde
se utilizaba un solo registro, se evidencio que mas del 80% de
los estudiantes se encuentran entre el nivel de desempefio bajo
y medio.

Por otro lado, se destacan los resultados obtenidos en el
ejercicio 1, dado que el 77% de los estudiantes lograron repre-
sentar y argumentar situaciones en donde se debia utilizar el
concepto de limite, asimismo los resultados del ejercicio 7 en
donde el 83% logro representar el concepto de discontinuidad

removible y no removible.

Finalmente, los resultados de la aplicacion de la pruebe
permitiran al investigador reflexionar sobre ;Cuales son los
cambios que se deben hacer en las secuencias didacticas para
lograr que los estudiantes tengan un nivel de desempeiio alto en
el uso de cualquier representacion semiotica? Se podria decir
que la representacion mayor dificultad fue la algebraica por lo
que se recomienda reforzar el uso de este registro.
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