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Resumen

El sistema de coordenadas esferoidales prolatas (&.M,9) es ortogonal y es el
resultado de la rotacion de una elipse alrededor de su eje mayor (eje en el cual
los focos estan situados). El dtomo de hidrégeno como sistema atémico mds
sencillo es resuelto usando coordenadas esferoidales prolatas. Considerando que
el niicleo del dtomo de hidrogeno estd ubicado en uno de los focos de la elipse, se
encuentra que la ecuacion de Schrédinger es separable en dichas coordenadas
(Y(EM.9) = XEYM)P®) ). Con el fin de facilitar los cdlculos se supone que
la distancia entre el centro de la elipse vy el foco es un niimero semi-entero del
radio de Bohr (a,), con esta suposicion se encuentra una expresion para la
funcion de onda ¥ (€, n,9) del dtomo de hidrogeno

Palabras clave: dtomo de hidrégeno.

Abstract

The prolate spheroidal coordinates system (&.M.9) is orthogonal and results
from rotating of an ellipse the about the major axis of the ellipse, i.e., the axis
on which the foci are located. The hydrogen atom as atomic simpler system is
solved using prolate spheroidal coordinates. Considering that the nucleus of
the hydrogen atom is located on one of the foci of the ellipse, the Schridinger
equations is separable in these coordinates ( Y(€.n,0) = X(E)Y(M)P®) ).In
order to facilitate the calculations we assumed that the distance between the
center of the ellipse and the focus is a semi-entire number of Bohr’s radius (a,),
with this supposition we find an expression for the wave function ¥ (& n.9) of
the hydrogen atom.
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Solucién de la ecuacion de Schrodinger para el atomo de hidrégeno en coordenadas

1. Introduccion

a Fisica tedrica posee dos herramientas

importantes: el tratamiento matematico

expresado con mucha frecuencia en
forma de una ecuacion diferencial, y como este
tratamiento puede ser reflejado en funcién de
las reglas que rigen un fenémeno fisico. El
problema netamente matemético del 4tomo
de hidrégeno ha sido ampliamente estudiado
y fue de gran interés para la teorfa atémica.
Este 4tomo es el mas simple de los 4tomos, ya
que contiene solamente un electrén orbitando
alrededor de un ntcleo muy masivo; la
ecuacion de Schrodinger de este sistema se ha
solucionado en los sistemas de coordenadas
esféricas y parabdlicas [1-2].

Las coordenadas esferoidales prolatas han
sido utilizadas ampliamente en una diversidad
de trabajos en todas las 4reas de la fisica, ya
que permite modelar sistemas con simetria
axial [3-5]. Lo anterior ha motivado la
utilizacion de este sistema de coordenadas no
convencional para solucionar la ecuacién de
Schrodinger del atomo de hidrégeno.

Enlasiguiente seccion se presenta el modelo
tedrico utilizado para solucionar la ecuacién
de Schrodinger del dtomo de Hidrogeno en
coordenadas esferoidales prolatas, y se hace
una descripcién breve de estas coordenadas.
En la seccién tres se presentan los desarrollos
matematicos, y se obtienen las soluciones de
las ecuaciones diferenciales que provienen
de la separacion de variables de la ecuacién
de Schrédinger. Finalmente se presentan las
conclusiones.

2. Modelo teérico
aplicado

La mayor complejidad del 4dtomo de
hidrégeno para la aplicacion de la ecuacién de
Schrodinger es la presencia de dos particulas
el ndcleo y el electron. Por ello es preciso
crear un sistema modelado donde se considera
el nidcleo de carga positiva fijo en uno de

esferoidales prolatas

los focos de la elipse con masa infinita y el
electron moviéndose a su alrededor con masa
reducida m (figura 1). Se supone que la érbita
del electrén es de tipo esferoidal prolata. Las
coordenadas mas adecuadas para describir
este modelo son las coordenadas esferoidales
prolatas (&M, ¢) definidas asf:

_(L+r) _(+r) _ (1)
‘:_ 2a s n - 2a s ¢ ¢a
donde r, y r, son las distancias desde

cualquier punto a los focos de la elipse,
separados por la distancia 2a .

Figura.1 Atomo de hidrégeno en el modelo propuesto
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La figura 2 muestra las coordenadas
esferoidales prolatas (Fuente: Mathematical
Methods for Physicists, 2nd ed. Orlando,
Academic Press, pp. 93, 1971). En estas
coordenadas, m define una familia de
hiperboloides de revolucién alrededor de z,
mientras que & define una familia de elipsoides
de revolucién alrededor de z, con una distancia
interfocal 2a y la coordenada ¢ es el dngulo de
azimutal [6].

Figura.2 Coordenadas esferoidales prolatas
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esferoidales prolatas

& = constan te, —-l<n<l, 0 <¢p<2m (2)

n=constante, 1<&<oo, 0 <¢p<2m, (3)
Para la descripcién de nuestro modelo, la

ecuacién de Schroédinger viene dada por:

2

h’ e

~——V¥(En.0) - P& n.0)=E¥(En.9), (4)
2m dner,

donde m es la masa reducida del sistema,

r, es la distancia entre el niicleo y el electron.

En coordenadas esferoidales, el Laplaciano

tiene la forma de [7]:

Pre a_i(iz_l);?%(l_nz)%_@fj-(fn2];_22 e

La distancia r, entre el nicleo y el electrén
expresada en coordenadas esferoidales prolatas
vienen dada por: r, =a(§+m). Sustituyendo

esta expresion en la ecuacion 4, se obtiene:

& 2mE
VY ey - e (6)
End)-——— p (?'; ; (&n.0) (Em0)=0
Para la solucién de la ecuacién de

Schrodinger, es convemente usar el radio
de Bohr: a,= 4n80h /e*m y considerar
que €’=2mE /%’ ademds se supone que la
distancia entre el centro de la elipse y el foco
es un namero semi-entero del radio de Bohr
(a=a,/{, ¢ entero). Considerando esto, la
ecuacion anterior se transforma en:

VAW(E n0) + Y(EN O+ YEN =0 (D

¥ 1
2 6t
0

3. Funcion de onda

La ecuacién anterior es separable.
Escribiendo  Y(E.n.0) =XE)Y(P(9), vy
sustituyendo esta expresion en la ecuacién
(7), se obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales

d*o(¢)
do?

2
SR [ 25 %Z]x(a) w@ (9)

— (@) 8)

2 2
d( 9 NdY() | m® 2q ¥ &2 n2
E( )T [n21 — n]Y(n) kv, (10)

donde k es la constante de acoplamiento

entre las dos tdltimas ecuaciones. La ecuacién
(8) tiene como solucién

®(¢)=ﬁe><p(im¢),

donde m es el nimero cuintico orbital.
Como las ecuaciones (9) y (10) son las mismas,
basta con resolver una de ellas. El punto =1
en la ecuacion (9) es un punto regular singular,
y es removible, de tal manera que la solucién
es de la forma [8]:

x@ = -)"re , (12)
donde la

ecuacion:

satisface la

funciéon P(&)

2

)

\m\+m2+§ 2 e 1k
tog2

-0 (13)

2
2_,)4P@ dp(S)
[ﬁ —lj d§2 +2Qm|+1); & +

Realizando un cambio conveniente de la
variable independiente, &=(C+1)/(G-1)
en la ecuacién anterior y considerando que

P(&)=Q(©) se obtiene:

(- c>4dd‘z“) #[iml-0+(mpsphi-g* 2 (14)

dc

+[(\m\+m2+k)(l—§)2+(2/k‘)( )+ (@ e/l Y1+6)% +26(1 - g)}

La solucion en series de potencia

Q(Q)= %an", es sustituida en la ecuacién (14),

obteniendo la relacién de recurrencia:

n n+1 +B +ann—l +6nbn—2 +8nbnf3 = 0 ) (15)
donde,

o, =m+Dh(n+1+|m)) | (16)

B,=-2n(2n+|m[)+m*+|m|+k+al €? /6> +2/¢ , (17)

v, =6(n—1)° —2(m*+|m|+k+a; € /¢*) | (18)

3, =2(n-2)(m|-2n+4)+m’+|m|+k+al € /¢* =211, (19)
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e =(n-3)(n-3—|m]|) , (20)

y se toma b,=1. Esto permite generar todos
los coeficientes b de la serie de potencia,
consecuentemente la solucién de la ecuacion

(14) es obtenida.

Conociendolassoluciones de las ecuaciones
diferenciales (8), (9) y (10) se encuentra que la
funcién de onda en coordenadas esferoidales
prolatas viene dada por:

1 P2, (E-1)"
anlnzm(é’TLq)):E(iz_l)n anl[_j

n1=0 &+1

G- e (1] oy @D

De tal formaque cadaestadoestacionariodel
espectro discreto se determina en coordenadas
esferoidales prolatas por tres nimeros enteros:
m (ndmero cudntico orbital) yn , n, (ndmeros
cuénticos esferoidales prolatas).

4. Conclusiones

En este trabajo se ha encontrado la
funcién de onda para el dtomo de hidrégeno
en coordenadas esferoidales  prolatas,
considerando que la distancia entre el centro
del elipsoide y uno de sus focos es un nimero
semientero del radio de Bohr
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