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La similaridad entre dos trans-
formaciones lineales A y B se
da si existe una transformacién
lineal P
B =p-1

inversible tal que
.

Este problema tiene varias solu-
ciones tales como la forma
normal de Jordan, la forma
normal racional y la forma
Formas

normal polinomial.

normales que tedricamente
estan garantizadas, pero cuyo

proceso no ¢s algoritmico

Utilizando la teoria del pro-
ducto tensorial se ha encon-
trado un enunciado que re-
suelve el probiema de la simi-
laridad mediante un proceso
algoritmico. A partir de esta
vision en este articulo se for-
maliza una teoria general al
problema de la similaridad en
los grupos especiales, utili-
zando el concepto de conju-
gacion.

1. ALGEBRA DE TRANSFORMA CIONES

Sea V un espacio vectorial sobre un campo K, L el conjunto de
todas las transformaciones lineales de V en si mismo. A y B ele-
mentos de Ly a un elemento de K, entonces las operaciones A + B,

a.A'y Ay B para todo x en V estédn definidas por:

(A+B)x)=A(x)+B (x)
(a.A) (x) = a.A(x)
(A 0 B)(x)=A (B (x))

L es un espacio vectorial con respecto a la suma y a la multiplica-
cion escalar, la composicion es asociativa y satisface las siguientes

condiciones:

(A]'FAZ)() B= AI 0 B +A2 0 B, AO
a.(ApgB)=(a.A)B=A,(aB)
Para A}, A5, B|, B, AyBenLytodoaenK.

Por tanto se puede afirmar que L es un dlgebra asociativa.
Si V es un espacio vectorial n-dimensional sobre K con n finito.
Entonces L es un espacio vectorial de dimension n2 sobre K. Si
{aj, ap, ... a,}es una base para V, el conjunto de transformaciones
lineales {Aj;}tales que Ajj(aj) = a; y Aji(a) <>0sir<>i

paral <i< n, 1< j< nforman una base para L.

n
Si A estd en L, entonces se puede afirmar que A(aj) = Z Pij - 4
donde j=1

I < 1<nyP=(pjj) es la matriz de la transformacién A relativa a
X Pij



la base {a; }. La corresponden-
gig K ==semng > P es un isomor-
fismo de L sobre el dlgebra
M(K) de matrices con compo-

nentes p;; en K.

El dlgebra L es llamada el dlge-
bra asociativa de endomorfis-
mos lineales en V. Cualquier
sub-algebra L; de L es un sub-
espacio vectorial de L que es
cerrado bajo la multiplicacion.
Un dlgebra asociativa Q se
llama un dlgebra de Lie, si la
multiplicacion  satisface  las

siguientes condiciones

A2=0
(AgB)gC+(B 4 C)y A+
(CoA)oB=0

Para todo A, B, C, en Q, ésta
ultima condicion se denomina la

igualdad de Jacobi.

Es bien conocido el hecho, que
si M es un dlgebra asociativa se
puede definir el producto de Lie

de A y B elementos de M asi:

[AB]=A,B-B,A

Este producto satisface las

siguientes condiciones

[A;+A, ,B]=[A.B]+
[A;, B]
[A,B, +B,]=[A B |+
[A.B,]
a.[A,Bl=[a. A,B]=[ A, a.B]

Para todo a en K. Por otra parte

[AA]=A2-A2=0,y
[[AB],CT+[IB.CL AT
[[C,A],B]=
(A,B-B,A),C-C,
(AgB-B,A)+(B,C-
CoB)ogA-A (B, C-
C,B)+(C,A-A,C),B-
B (C, A&, Ci=0

El dlgebra de Lie asi obtenida
se denomina el dlgebra de Lie
asociada al dlgebra M y se nota
por M. Cualquier sub-dlgebra
U de My es llamada un dlgebra
de Lie de

lineales. Se puede mostrar que

transformaciones

cada algebra de Lie es isomorfa
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a una subdlgebra Q de Lie,

siendo Q un dlgebra asociativa.
Lo cual es equivalente a afirmar
que cada algebra de Lie es iso-
morfa a un dlgebra de Lie de

transformaciones lineales.

2. SIMILARIDAD
EN LOS GRUPOS
LINEALES

La similaridad en el grupo espe-
cial lineal es un problema de
conjugacion en él, o en su alge-
bra de Lie asociada, por que dos
elementos de un dlgebra de Lie
se dicen que son conjugados si
existe un automorfismo propio
en el dlgebra de Lie que envia

uno en el otro.

Se define una forma no degene-
rada simétrica o antisimétrica
como sea V un espacio vectorial
de dimension finita, G el con-
junto de todas las transforma-
ciones T en Gl (V) tal que
(T(¥)), T(v,)) = (v}, V,) para
todo VY V,en V, se puede aso-



ciar a esta forma el algebra de
Lie L de todas las transforma-
ciones T en End (V). tal que
(T(vl),v2)=-(V].T(v2))para
todo v, y v, en V. De esta
forma L es el dlgebra de Lie
correspondiente al grupo El
siguiente resultado fue dado por

Freudenthal.

Sea ( , ) una forma no degene-
rada simétrica o antisimétrica de
un espacio V de dimension fini-
ta sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado de caracteristica
diferente a 2, G el sub-grupo de
GL(V) que preserva la forma y
L la sub-algebra de Lie de
End(V) de elementos antisimé-
tricos con respecto a la forma.
Con base a lo anterior se puede
concluir que: Si Ay B son ele-
mentos de G 6 de L. Entonces
DyA D! = Bparaalgin D
en GL(V) si, y
Dy A o D! =B para algin
D enG.

solo si,

Es importante precisar la de-
finicion de transpuesta en

End(V) con respecto a la forma.

Sea T un elemento de End(V)
entonces T! bajo la forma estd
definida por (T(x).y)= (x,Tt (y))
para todo x, y en V. Lo cual
implica que si se esta en el

grupo G, se tiene

v, v2) =(T (v1), T(v2) )
=(v;,TtoT(v2))

por tanto Tt = T-1
Mientras que si se estd en el

algebra de Lie se tiene

=(v, T'(v2))
=(vy,-T(v2))
= (v, TH(vp))

entonces Tt =-T

Para la demostracion se consid-
eraD g A o D! = B para algiin
D en GL(V), al

transpuesta se obtiene

aplicar la

-DY1,AsD'=-B,5,
(Dt)-l 5 A-l & Dt =B-!

dependiendo de que A y B per-

tenezcan a L o a G. En
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SVigtematicas

cualquier caso siempre se tiene
que (DY JA ,D'=B

SeaS=D1 (DY-1, entonces S
estaen GL(V) v,

St = (D-lo (Dt)-l )
= (DY Hto (D-H
=Dl (Dt)-l
=3

ademas S g A=A oS, en
efecto ya que como
DgAgD?! =B,

luego A o Dl =D (B

por tanto
SoAoDt = D'lyYylyA Dt
=D1,B
y
=A,D"!
por tanto

lo cual implica que
S 0 A = A 0 S



Entonces para cualquier poli-

nomio p(S) se tiene queb
p(S)o A=A op(S).

Como S es el producto de la
aplicacion D1 con su conju-

gada, entonces S es una aplica-

cion simétrica no negativa, por

tanto existe una aplicacion
simétrica T no negativa, tal que
T? =S, luego T' =Ty T es no
singular ya que 0 <> ISI = [T,

luego ITI<>0

Ademas se tienen los siguientes
hechos: T2 = S = D! o (DY’
luego

T oD =T, D!
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(T DY Ag(TsDYH
=00 5T s A s'T 5 D"
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= 5k 5 (DY 5 D
=l g & B
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mostracion, en el otro sentido es

inmediata.

Con base a lo anterior se pue-
de concluir el siguiente enun-

ciado:

Sea X un grupo clasico o un
algebra de Lie y sea A su
primera representacion fun-
damental. Entonces r y s en X

sor: conjugados si y solo si:

1. A(r) y A(s) tienen el mismo

polinomio caracteristico.

2. Rang (A(r)x1-1x A(r))
=Rang (A(s) x 1 - IxA(s))
=Rang (A(r)x1-1xA(s))
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