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RESUMEN

El objetivo de este estudio fue investigar la construccién
del concepto de limite en estudiantes de posgrado en
un ambiente de aprendizaje cooperativo, de debate
cientifico y de autorreflexién. Se disefiaron veintidés
actividades, las cuales se desarrollaron durante catorce
sesiones de dos horas y media cada una. La dindmica
consistié en impulsar la participacion de los estudiantes
organizédndolos en grupos pequefios para que
resolvieran las tareas incluidas en las actividades.
Después, todos los miembros del grupo participaban
en un debate cientifico para revisar y analizar los
enfoques diversos de los equipos. Se pedia a los
estudiantes que fuera de clase llevaran a cabo una
reflexién de las tareas desarrolladas en el salén. Al
finalizar todas las sesiones de trabajo, resolvieron
individualmente un examen y una semana después se
realizbé una entrevista con cada uno de ellos. En este
arficulo se presenta aspectos generales y particulares
de la investigacién y el andlisis de un estudio de caso.

ABSTRACT

The aim of this study was to investigate students’
reconstruction of the limit concept in a scientific debate/
cooperative learning environment. We designed twenty-
two activities, which were developed during fourteen
sessions of two hours each one. The dynamics consisted
of first stimulating the active participation of the students
in a discussion in small groups in order to complete
the tasks included in the designed activities. In the
second term, all the members of the group were taking
part in a scientific debate in order to check and to

analyze the approaches of each team. In the third and
final part, the students were asked to think about the
tasks developed in the classroom. In this article we will
present general aspects of the investigation and a case
study.

Palabra claves: Limite, Metodologia de ensefanza,
Aprendizaje cooperativo.

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

La historia de las ideas matemdticas muestra que el
concepto de limite es complejo. “La definicién de limite
en términos de gy § el resultado de mds de cien afos
de ensayo y error, e incorpora en unas pocas palabras
el fruto de un esfuerzo persistente para dotar a este
concepto de una base matemdtica sélida... Sin
embargo, una comprensién clara y una definicién
precisa de los limites estuvieron bloqueadas durante
largo tiempo por una dificultad aparentemente
insuperable” (Courant y Robbins, 1941, p. 342 en la
ed. en espafiol). De la misma manera, la historia revela
los obstéculos que tuvieron determinados matematicos
para entender y formalizar el concepto de limite (Cajori,
1915; Grattan-Guinness, 1970; Bell, 1940) de ahi,
entonces que sea mds que natural que se presenten
también dificultades en su aprendizaje en los
estudiantes de cualquier nivel. En este contexto, el
interés se enfocé en investigar dificultades de
aprendizaje y procesos de construccién o
reconstruccién del concepto de limite en estudiantes
de posgrado que han ejercido como profesores de
matemdticas y/o de célculo.

Investigadores en educacién matemdtica, como Cornu
(1981 y 1994), Sierpinska (1985, 1987 y 1988), Tall
y Schwarzenberger (1978), Hitt y Pdez (2001, 2003,
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2004), entre otros, se han preocupado por identificar
la problemdtica relativa a las dificultades que tienen
los estudiantes en la construccién del concepto de
limite. Cornu y Sierpinska han relacionado estas
dificultades con aspectos histéricos del concepto de
limite, estableciendo asi obstdculos de corte
epistemoldgico.

La investigacién se enmarcéd desde una perspectiva
de la construcciéon de conceptos, fundamentada en la
teoria de representaciones semidticas (Duval, 1998 y
1999; Hitt, 2003). En particular, se considerd de suma
importancia las producciones semiéticas de los
estudiantes en el proceso de construccién del concepto
de limite. Otro aspecto esencial fue la posibilidad de
detectar en ellos procedimientos que reflejen cierto tipo
de conocimiento, al que se identificé como una
concepcién' en el sentido de Duroux (1983). Este
conocimiento funciona localmente y dependiendo de
la situacién el estudiante puede resolver un problema
y en ofras situaciones, ese conocimiento, promueve el
error.

Para fines de la investigacién, se establecié como
concepcién el conocimiento del alumno con respecto
a un concepto, Util en determinadas situaciones
matemdticas y en otras lo lleva al fracaso. Este
conocimiento funciona en el estudiante como una
unidad, cada vez que se enfrenta a un problema, y se
manifiesta a través de sus producciones semidticas.
Algunas concepciones provocardn un obstdculo
epistemoldgico en el sentido de Brousseau (1983) y
Sierpinska (1985). Un ejemplo de una concepcién que
se vuelve obstaculo es el siguiente: en un estudiante
de primer semestre de universidad (P&ez, 2001)
identificamos que tiene la concepcién de limite como
sustitucién, cuando en un ejercicio de la forma

li_n>l3‘\/x+l responde que el limite es dos porque
X

sustituye el valor de a en la expresién. Esta concepcién
le permite encontrar la respuesta, cuando las funciones
son continuas. Pero, en el caso contrario lo conduce
a un error, como en el ejemplo utilizado de una
representacién gréfica de una funcién discontinua,
donde prevalece la sustitucién y si el punto de
discontinuidad es a, el estudiante afirma que el limite
cuando x tiende a a es f(a).

Las preguntas de investigaciéon que orientaron este
estudio fueron: 2Qué concepciones de limite presentan
algunos estudiantes de posgrado? y 2Qué avances
con respecto al proceso de construccién o de
reconstruccion del concepto de limite se pueden
observar en los estudiantes de posgrado frente a
situaciones no rutinarias en un ambiente de aprendizaje
cooperativo, de debate cientifico y de autorreflexién?

METODOLOGIA

Los sujetos que participaron en el estudio fueron
diecisiete estudiantes de una maestria de educacién
matemdtica que han ejercido como profesores de
matematicas y/o de cdlculo.

Para lograr el objetivo propuesto en esta investigacién,
se disefiaron veintidés actividades, las cuales incluian
diferentes representaciones del concepto de limite
(grdfica, numérica, algebraica y en lenguaije natural).
Para su resolucion necesariamente se verian obligados
procesos de
representaciones. Por ejemplo, en una de las

a realizar conversiéon entre
actividades la cual estd referenciada en el trabajo de
investigacién como la No. 7, el estudiante tiene que
infegrar dos representaciones, la geométrica y el
lenguaije natural, para comprender el problema. Luego,
para su solucién es indispensable un cambio a la

representacién algebraica.

1 Duroux (1983) define este término como un saber local que se produce cuando se privilegian ciertas situaciones, en
menoscabo de ofras, en la adquisicién del conocimiento. Por lo tanto, una concepcién es operante sobre una parte de lo que
Vergnaud designa como campo conceptual y por ende presenta necesariamente insuficiencias.
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Actividad No. 7

S
/\
7

——a

de su vértice. Dibuje otro cuadrado siguiendo el

Partiendo de un cuadrado
grande, trace otro al interior
desplazando sus vértices
como se indica en la figura:
cada vértice estd sobre un

lado del primer cuadrado a

una distancia igual a 1 cm

mismo proceso y después ofro mds y asfi
sucesivamente.

a. ¢Hasta dénde se puede realizar esta
construccién?

b. Compare este problema con el de los
cuadrados construidos en los puntos medios
de los lados de cada uno de los cuadrados.

c. Compare este problema con el de los
hexdgonos y dodecdgonos.

La actividad fue disefdada para discernir dos
posiciones, para unos es un proceso finito y para otfros
se trata de un proceso infinito ligado al infinito potencial
(Pdez, 2004). La controversia se podrd resolver
cuando pasen al terreno algebraico. De hecho, el paso
a la representaciéon algebraica se presenta como
necesario para poder argumentar a favor o en contra,
ya que en el dmbito perceptivo, la discusién no podria
ir muy lejos. Es importante sefalar, que con este
problema, la propiedad de iniciar con un cuadrado e
ir construyendo otro cada vez, el limite es también un
cuadrado. En otros problemas se habia llegado a la
conclusién que el limite era un punto (actividades con
cuadrados y hexdgonos).

Las actividades se desarrollaron durante catorce
sesiones de dos horas y media cada una. La
metodologia utilizada en el desarrollo del curso fue la
del debate cientifico (Alibert y Thomas, 1994; Legrand,
2001) en un ambiente de aprendizaje cooperativo
(Hagelgans, et. al, 1995) y de reflexién personal.

Para seguir las indicaciones de la metodologia del
aprendizaje cooperativo, con respecto a la
conformacién de los grupos y con relacién al nivel
académico, se aplicd un cuestionario diagnéstico. De
acuerdo a los resultados, se clasificé a los estudiantes
de posgrado segun su desempefio, en tres tipos:

1. Los estudiantes que demostraban afirmaciones no
contradictorias en sus respuestas y buen
desempefio en general.

2. Los estudiantes que planteaban afirmaciones
contradictorias en sus respuestas.

3. Los estudiantes que mostraban limitaciones en su
conocimiento pero sin contradicciones en sus
repuestas.

Una vez realizada la clasificaciéon se procedié a formar

los equipos de trabajo, incluyendo un miembro de cada

uno de los tres grupos y procurando que en cada uno
hubiese estudiantes cuya formacién inicial fuese de
matemdtica o de ingenieria.

En cada sesién, habia un tiempo para que los
miembros de los pequefos grupos discutieran y
desarrollaran la o las actividades planteadas. Estas
fueron disefadas para fomentar la participacién dentro
de los equipos. En ellos, cada uno asumiria un rol
diferente por sesién. Por ejemplo, uno manejaria la
calculadora; otro, asumiria el papel de redactor y un
tercero el de expositor. La finalidad fue permitir la
interaccién entre ellos.

Cuando cada equipo llegaba a “un consenso”, se
pasaba a la discusiéon general aplicando un punto de
vista particular de la llamada metodologia del debate
cientifico, en el sentido de Alibert y Thomas (1994) y
Legrand (2001). La discusién general ayudaba a
reafirmar o a cambiar la posiciéon que tenia cada uno
dentro de sus pequefos grupos. Al final de cada sesién,
los equipos debian entregar todos los ensayos
realizados en la busqueda de la solucién del problema
y a la siguiente clase entregar un informe individual
(fase importante de reconstruccién individual de lo
realizado en el pequerio grupo y en el debate). En la
Oltima sesiéon los estudiantes presentaron un examen
escrito y una semana después se les hizo la entrevista.
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En resumen, los pasos importantes que se siguié con

esta metodologia fueron los siguientes:

* Los estudiantes trabajaban sobre las tareas en
pequenos grupos, en un ambiente de aprendizaje
cooperativo.

* Los alumnos participaban en una discusién plenaria
con la totalidad de la clase en un ambiente de
debate cientifico. Luego, entregaban todo lo que
habian realizado en la sesién (las diferentes
propuestas, dibujos, etc.).

* los estudiantes reexaminan la actividad (en una
reflexion personal de reconstruccién como tarea)
basado sobre sus trabajos previos (discusién en los
pequefos grupos y con la totalidad de la clase).

* lLos alumnos presentaron un examen final y
participaron en una entrevista.

RESULTADOS

A continuacién se presenta un caso: el de “Pedro”,
cuya formacién inicial es de licenciado en matemdticas
y fisica. Se muestra brevemente el trabajo realizado
por este estudiante, especialmente en el examen y en
la entrevista.

a. Cuestionario diagndstico y sesiones de
clase: Pedro inicié con deficiencias en el concepto
de funcién, por ejemplo, dificultades para identificar
el dominio y el rango, graficar funciones racionales y
realizar cambios de registro. Aunque estaba inmerso
en un ambiente de aprendizaje cooperativo y debate
cientifico, a lo largo de las sesiones fueron evidentes
las concepciones y dificultades que presenté. Por
ejemplo, la concepcién de que para cada épsilon basta
tomar el delta igual a épsilon. Concepcién que
mantuvo a pesar de los ejemplos, explicaciones del
profesor y del trabajo en pequefos grupos. Esta
estrategia funciona para algunos casos (por ejemplo,
£ (x)=x+csiendo ¢ unaconstante). La dificultad estriba
en que él pretendié aplicar esta estrategia en todos
los casos. Es importante sefialar que en su desempefio
prevalecié una tendencia a participar poco con
respecto al trabajo en grupo, él no estaba

acostumbrado a una metodologia como la utilizada y
no se integré plenamente a su pequefo grupo de
discusion; sin embargo, participaba en el debate
regularmente.

b. Examen: En una de las preguntas del examen se
solicité que proporcionara una definicion de limite.
Pedro suministré las siguientes (ver Figura 1):

U Valor seaf. b fj-c'n?ﬁ )l“"‘-c'm.’ -/O(xj as
a L

e oo 3ion et
Giomf),\c ?‘cu_ /—jﬂcx)-,[/-LE esfo .
’ e
e /qu'm &Mf)é E(g Lin ]&wn‘:nx_
/
Pﬂ‘r'n (x’mr!&" Ao tan Sucassern
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Figura 1

Como se puede observar, en la definicién de limite de
una funcién, cambié el orden de la implicacién, es

decir, afirmé que |f(x)—L|< € :>|x—a|< 0. Este fue
un error muy comun de los estudiantes que
proporcionaron una definicién incorrecta. El error
puede provenir de la forma en cémo se presenta la
definicién. Por ello se revisé algunos libros de célculo
y se identificé cémo expresan la definicién de limite de
una funcién en un punto. En el cdlculo de Leithold
(1982), Spiegel (1978), Kitchen (1986), Larson y
Hostetler (1986), y Stewart (1999), la muestran as:
“..|f()-L|<e siempreque 0 <|x—a|< 8", la
cual podria generar justamente esa dificultad de
cambiar el orden de la implicacién, de ahi, que algunos
estudiantes piensen que “.. .|f(x)— L<e=|x—d<8"
Se piensa que la mejor manera, desde un punto de
vista educativo, de definir el limite de una funcién en
un punto, es como aparece en los libros de cdlculo de
Spivak (1999), Stein (1982), Swokowski (1982), y como
se presenté en el curso, es decir, de la formasi p = ¢

(“...si entonces 0<|x—a| <& enfonces |f(x)-L|<zg").
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Retomando el andlisis de la definicién que proporcioné
Pedro en el examen, se puede conjeturar que se
aprendié una definicién de memoria y al quererla
recordar, recupera sélo algunas partes de ésta. Es
evidente que no construyé una articulacién entre la
definicién y ofro tipo de representaciones que le pueda
ayudar a no olvidar la definicién.

Es interesante el hecho que después de cometer este
error, proporciona la definicién del limite de una
sucesion colocando correctamente el orden de la
implicacién. Puede ser que se deba a que en el curso
se enfatizé mds en sucesiones o se aprendié bien la
definicién.

En la segunda parte del examen se le pidié trazar una
grdfica de la funcion f que cumpliera las siguientes
condiciones:

o lim flx)=0 b,

lim f(x)=-1

x—2 x—0"
lim f(x)=1 |4 lim f(x)=1
x—0" Toxo2t

e. f(2): 1 f. £(0)=no esta definido

Pedro dibujé una grdfica que cumplia sélo con las
condiciones a), b) y €). O mds bien, marcé puntos y
los unié con una linea recta (ver Figura 2). El que no
haya podido construir la funcién solicitada es indicio
que tiene dificultades para pasar del registro algebraico

al grdfico.
e
[ L
o z (300 N
- 44700 .
Figura 2

En la representacién gréfica, el marcar con puntos el
lim f(x)=0 y Lirm -f(x):_l, es una senal para

x—=>2" x0T ] ]
considerar que Pedro posee la concepcién de limite

como una simple sustitucién. Es decir, considera el limite
como el valor que toma la funcién, en el punto que se
estd analizando, sin importar si la funcién es continua
o no (el limite es el valor que se obtiene al sustituiraen
la funcién f(x), xling(x): f(@) ). En ello, no hay un
andlisis del comportamiento de la funcién en
vecindades que conftengan al punto. Es el reflejo de
considerar el proceso al infinito como una simple
sustitucién. Concepcidn que conduce a una respuesta
correcta, cuando la funcién es continua, pero en el
caso contrario lleva a una respuesta errénea.

Esta conjetura sobre su concepcién se corroboré con
uno de los ejercicios que se propuso en el examen. Se

le pregunté por el lim /() donde
X—>a
) 1 si x es entero E| b
)= L
’ 0 s1 x no es entero escribto que por

unicidad del limite no existe. Consideré que hay un
limite para los X enteros y uno para los X no enteros.
Supone la existencia de dos limites, porque sustituye el
valor aen cada una de las expresiones que componen
la funcién. Ademds, hace una mala interpretacion del
teorema: “Una funcién no puede tender hacia dos
limites diferentes en @” (Spivak, 1999, p. 120).

Del mismo modo se hizo evidente que Pedro interpreté
mal el siguiente teorema: “Suponga que la funcién f
estd definida en una vecindad perforada del punto a.

Entonces el xh—r?a S () existe y es igual al nimero L si'y
lim f(x)
+

X
existen y son iguales a L (Edwards y Penney, 1996,

sélo si los limites laterales hm_j(x)

p.75)". Pedro no se percata que L debe ser un nGmero
real, afirma que si existe el )}T}l /() cuando
C

f(x)z 400 = lim_ f(x)

X—>C

lim
X—)C+
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c. Entrevista: La entrevista fue de tipo semi-
estructurada. Alli se le solicité que proporcionara un
ejemplo de una sucesidn convergente y una divergente.
El inicié con una sucesién divergente y suministrd las
definiciones de convergencia y no-convergencia (ver
Figura 3). En la definicién de convergencia olvidé hacer
explicita la condicién “para toda n”, y en la de no-
convergencia omitié el “existen algunos n”. Luego pasé
a realizar la representacién grdfica, para explicar, a
través de ella y de la idea intuitiva de vecindad, que la
sucesion diverge. Como se puede observar en la Figura
3, Pedro representé la grdfica de una sucesién como
continua y no discreta, como deberia ser.

ah‘_ n
.\-’ho INEN Sonn>N telque |Om-LI<E

J g0 My Nuen canvon |, loa-Li> €

2N

Figura 3
Sus dificultades mayores iniciaron cuando entré a lo
formal. Empezé la demostracién de que la sucesiéon n
diverge sin especificar las condiciones del
contradominio y del dominio (ver Figura 4) y tuvo
dificultades con el valor absoluto. Se advierte que él
opera algebraicamente sin un referente geométrico,
puesto que olvidé por completo la gréfica que lo ayudd
a explicar su idea intuitiva.

lan- V1> ¢
2
In-1\>¢€

1

In-4\ = Nn-42f¢ naN

?T';:‘ NZE _,
L !
Het <!

VoL
s
*h

e 1 :
hE NS -l
Figura 4

Después de hacer el desarrollo algebraico que se ilustra
en la Figura 4 se presentd el siguiente didlogo con el

entrevistador:
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Pedro (P): Ya con esto estoy demostrando que no
puedo encontrar un valor que pueda encerrarlo
en el limite que he considerado. Y asi
sucesivamente. Si lo tomé para 2, para 3, no voy a
encontrar, lograr meterlo dentro de esa vecindad,

dentro de ese entorno.

Entrevistador (E): Pero no tiene que ver que 10 tomaste
como un ejemplo particular el uno, no tendria que

ver que el |n - 1| es mayor o igual que €, no que el n,

porque dado cualquier €, siempre puedo encontrar
un n grandote.

siguiente proceso]

n>c¢+1
n> N
N>g+1

1 1
— <

N ¢g+1
[como]l n>N

1

1
n e+1

1
—<
N

<
e+1

I | =

n>e+1

n—-1>¢
Entonces si lo introduzco en valor absoluto quedaria
que regreso a demostrar que |n —1| >
E: 2qué pasa si tomas un € = 500°
P: € = 500, |n—1/=500 Entonces el N, para que esto
se cumpla... si € = 500... ese N tiene que ser mayor

que 500...

E: Pero en la negacién dice que para toda N, épor qué
tenemos que tomar N > 5002 Si es para toda N...

En el momento en que el entrevistador le hace notar
que estd restringiendo el valor de N, Pedro entré en
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contradicciones, a tal punto que para salvaguardar lo
que desarrolld, aceptéd que cometiéd errores, al
proporcionar las definiciones, y modificé el
cuantificador 3 y por W N en la de convergencia y
viceversa en la de divergencia (ver Figura 5)

- n
HEND,\F MER  ConnmM 4u1u_l.u.n.

oy
caniinom) | 10m - L\> €
?

| e - LI <E

Figura 5

Pedro tiene una idea intuitiva que no fue capaz de
formalizar. El problema es que él separa lo intuitivo y
lo formal. Cuando entra a lo formal no se da
oportunidad de que lo oriente su idea representada
en la grafica. Ademds, prefiere aprenderse las
definiciones de memoria que utilizar la gréfica, para
tener un referente geométrico, al momento de
evocarlas.

Se retoma la pregunta sobre el 1im f(x) de la funcién
f(x):{ 1 | si x es entero

0 sixnoesentero
En el examen respondié que este limite no existe porque
el teorema de la unicidad no permite que tenga dos
limites diferentes. Aqui mencioné de nuevo lo mismo,
es decir, él afirmé que cuando a es entero el limite es
uno y cuando a no es entero es cero. Sélo que a esta
dificultad se le puede afadir fres mds, que surgieron
en el desarrollo de la explicacién. La primera fue que
dibujé el € en el eje de las x (ver Figura 6). La segunda
fue cuando estaba analizando el limite por la derecha
de 0.99, aqui manifesté que en esa vecindad se debia
de considerar dos casos: un limite para los no enteros
y el limite cuando se analiza estrictamente el uno. La
Ultima fue que a va variando.

Figura 6

DISCUSION

El andlisis realizado permite afirmar que Pedro no tiene
una construccién adecuada del concepto de limite y
que la metodologia, a corto plazo, no tuvo el impacto
que se esperaba en él. Probablemente se deba a que
es un estudiante acostumbrado a aprenderse los
procesos de memoria, sin ningdn significado
geométrico. Pedro prefiere la metodologia tradicional,
en donde se hace énfasis a la representacién
algebraica. Pareciera que su buen desempefio en
cursos anteriores es porque bajo una metodologia
tradicional, es costumbre aprenderse las definiciones
de memoria y realizar algunos ejercicios rutinarios.
Ademds, sus conceptos previos no estdn bien
fundamentados, precisamente porque no hay una
articulacién entre las diferentes representaciones. La
conceptualizacién implica una coordinacién de
registros de representacién (Duval 1998), libre de
contradicciones (Hitt, 2001).

Se ha querido mostrar un caso donde es claro que la
metodologia no funcioné del todo. Pedro estaba
acostumbrado a aprender de memoria definiciones y
demostraciones de teoremas, y las actividades en
general eran de fipo no rutinario. Pero en términos
generales se puede afirmar que la metodologia
utilizada en esta experimentacién resulté positiva para
la mayoria de los estudiantes (Pdez, 2004).
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